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Prefacio

Este trabajo es el resultado del esfuerzo realizado durante cuatro anos de investi-
gacion en los que hemos tratado miiltiples temas que abarcan campos tan dispares
como la dindmica no lineal, la teoria de la informacion, la ingenieria de telecomuni-
cacion y las redes complejas. En todos los casos, nuestro objetivo ha sido desarrollar
modelos matematicos y computacionales de la realidad que tratamos de analizar.
Dependiendo la naturaleza de los modelos, hemos clasificado estos estudios en tres
partes diferentes: Modelos en lo simple, donde desarrollamos modelos de compo-
nentes aislados; Modelos en la frontera, donde se describen sistemas compuestos de
miltiples constituyentes que interactian siguiendo topologias regulares; y Modelos
en lo complejo, donde tratamos con realidades compuestas de multiples elementos
relacionados de un modo complejo. Cada parte incluye varios capitulos que presen-
tan temas de investigacion particulares. Considerando la naturaleza interdisciplinar
de este trabajo, hemos tratado de escribir la tesis de modo que cualquiera de sus
capitulos pueda ser leido de manera independiente. Por esta razon, el lector intere-
sado puede establecer su propio orden de preferencias a la hora de leer la tesis. A
modo de guia, presentamos ahora un breve resumen de los diferentes capitulos.

Modelos en lo simple. Esta primera parte de la tesis estd dedicada al estudio y
modelization de fenémenos simples no lineales. Estd organizada en dos capitulos en
los que proponemos tres modelos de comunicacién, basados en principios diferentes.

Capitulo 1. El potencial de doble pozo. En este capitulo, nuestro objetivo es
analizar las propiedades de uno de los sistemas mas simples capaces de contener
informacion: el potencial de doble pozo. Mostramos que hay una relacion muy
estrecha entre la dinamica de esta clase de sistemas y el concepto de informacién.
Acto seguido, proponemos un modelo de receptor digital de comunicacién basado en
el doble pozo y mostramos que la capacidad de informacion de un canal que use tal
receptor presenta un fenémeno de resonancia estocastica. Finalmente, comparamos
el funcionamiento de esta clase de sistemas con los mejores receptores usados en
nuestros dias y extraemos las conclusiones apropiadas.

Capitulo 2. Comunicaciones usando caos. Este capitulo ha sido concebido con
el objetivo de demostrar que existe una profunda relacion entre la dinamica cadtica
de algunos sistemas no lineales y la teoria de la informacién de Shannon. Algunos
conceptos, como los de incertidumbre, entropia de una fuente de informacion, re-
dundancia, etc; emergen de forma natural en esta clase de sistemas deterministas.
Basandonos en estas ideas, proponemos dos esquemas de codificacion - decodifica-
cion. Uno que utiliza un mapa discreto unidimensional y otro basado en el atractor
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de Lorenz: el sistema cadtico continuo mas popular. Analizamos por separado el
funcionamiento de los dos modelos de comunicacién y proponemos diferentes modos
de llevarlos a la practica.

Modelos en la frontera. En esta parte, nuestro objetivo es analizar algunos
modelos concretos de sistemas compuestos por varios constituyentes en los que las
interacciones pueden ser descritas a través de topologias regulares. Finalmente,
mostramos que esta clase de sistemas permite un procesamiento complejo de la
informacién. Esta parte estd organizada en tres capitulos.

Capitulo 3. Conjuntos neuronales para comunicaciones inalambricas. En este
capitulo, proponemos un modelo de comunicacion basado en un conjunto neuronal.
Suponiendo que el ruido recibido por las diferentes neuronas es independiente, mos-
tramos que este tipo de sistemas podria ser usado para desarrollar una nueva clase
de receptor de radio digital susceptible de mejorar la tecnologia comunmente usada
en nuestros dias.

Capitulo 4. Efectos no lineales en estructuras inducidas por ruido. Este capitulo
estda dedicado al estudio de algunos fenémenos interesantes que aparecen en las
estructuras inducidas por ruido. Demostramos que esta clase de sistema puede
presentar un efecto de resonancia vibrational, donde el tratamiento de una senal
de baja frecuencia es mejorado por la adiciéon de una fuerza de alta frecuencia.
Finalmente, basandonos en un modelo efectivo, confirmamos experimentalmente la
presencia de este fendmeno en sistemas biestables.

Capitulo 5. Reticulas celulares y sus aplicaciones. En este capitulo, el objetivo es
ilustrar como un conjunto de elementos simples conectados a través de una topologia
regular puede presentar un procesamiento complejo de informacién. Mostramos que
esta propiedad puede ser usada en el contexto del procesamiento de imagenes.

Modelos en lo complejo. Esta ultima parte de la tesis contiene modelos de
sistemas complejos, en los que las interacciones entre los componentes son com-
plicadas y s6lo pueden ser descritas en el contexto de la teoria de grafos y redes.
Considerando la naturaleza de los fenémenos que tratamos de describir, los modelos
desarrollados asumen un elevado nivel de abstraccién. El objetivo es el de capturar
las reglas esenciales que gobiernan estos sistemas y no el de crear una descripcién
completa de los mismos. Esta parte esta organizada en dos capitulos.

Capitulo 6. Flujos de Informacion en redes sociales. En este capitulo, propo-
nemos un modelo de propagacién de informaciéon en redes sociales. Usando este
modelo, demostramos que hay una relaciéon muy estrecha entre la estructura de co-
munidades sociales y organizaciones y su eficiencia. Finalmente, aplicamos estos
conceptos al andlisis de redes jerarquicas, que estan presentes en muchas empre-
sas y organizaciones. Mostramos que las estructuras jerarquicas no son optimas en
términos de eficiencia de informaciéon y ponemos en evidencia que son la consecuen-
cia del afan de maximizar la influencia que cada individuo tiene en una red.

Capitulo 7. Redes complejas en los mercados de Internet. Este capitulo estd
dedicado al estudio de la dindamica competitiva en los mercados del WWW en In-
ternet. Mostramos que esta clase de problemas puede ser vista dentro del contexto
de las redes complejas. Usando algunas restricciones, analizamos la estabilidad del
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modelo y mostramos que los sitios web pueden encontrar una estrategia éptima en
cualquier clase de mercado. Finalmente, ponemos en evidencia que, debido a la no
linealidad del modelo, algunos fenémenos interesantes aparecen cuando se tiene en
cuenta la colaboracion entre sitios.
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Capitulo 1
Introduccion

Todo es mas simple que piensas y al mismo tiempo
mas complejo de lo que imaginas.

—Johann Wolfgang von Goethe

1.1 Una vision pléctica

Tradicionalmente, los cientificos, y principalmente los fisicos, han concentrado sus
esfuerzos en el estudio y la descripcion de los componentes constituyentes del univer-
so. La estrategia mas frecuentemente usada es la de dividir un problema particular
hasta que una parte concreta de la realidad haya sido aislada. Entonces, es analiza-
da separadamente, buscando las leyes que describen su comportamiento individual,
asumiendo que, una vez que entendamos las partes, sera facil comprender el todo.
Sin embargo, en los tdltimos afios, una nueva rama de la ciencia, con principios di-
ferentes, ha salido a luz. Esta nueva disciplina propone que la interaccién entre las
partes es, al menos tan importante, como el comportamiento individual de las partes
en si mismo. Esta nueva ciencia no tiene un tema particular de investigacion. Es
un sujeto interdisciplinar que cubre aspectos sobre lo simple y sobre lo complejo.
El premio Novel de Fisica, Murray Gell-Mann, que tiene un don para los nombres
(fue el primero en introducir el término quark, y posteriormente definié una propie-
dad llamada extranieza) llama esta nueva disciplina pléctica [1], sin embargo, otros
autores no estan de acuerdo con este término y prefieren usar el neologismo com-
plexologia o simplemente denominarlo ciencias de la complejidad. Esta controversia
refleja que hay multiples cuestiones por resolver en este campo que no tienen una
respuesta clara todavia. De hecho, demasiadas, porque ni siquiera hay un acuerdo
sobre el significado de los conceptos de simplicidad y complejidad en si mismos.
En las tdltimas décadas, ha habido un esfuerzo intensivo para el desarrollo de
una definicién exacta de la nocién de complejidad. Algunas tentativas interesantes
estan relacionadas con los conceptos de complejidad computacional y con el conteni-
do algoritmico de informacién. La complejidad computacional mide cuanto tiempo
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se tardarfa (o cuanta capacidad serfa necesaria), como minimo, en un ordenador
universal estandar, para realizar una tarea particular. Por ello, la complejidad com-
putacional se relaciona con el menor tiempo (o nimero de pasos) necesario para
realizar un cierto cémputo. Por otra parte, con el contenido algoritmico de infor-
macion se trata de desarrollar una cierta nocién de informacion. Considerando una
cadena de bits, se define como la longitud del programa mas corto que hara que un
ordenador universal estdndar imprima esa cadena y luego se detenga. Aunque es-
tas y otras definiciones hayan dado resultados importantes en diferentes disciplinas
cientificas, ninguna de ellas ha sido capaz de capturar la nocién intuitiva que cual-
quier ser humano tiene sobre lo que es simple y lo que es complejo. En este sentido,
es notable el trabajo de Gell-Mann, quien, en su libro El quark y el jaguar: aventuras
en lo simple y en lo complejo [1], afirma que la nocién de complejidad es necesaria-
mente dependiente del contexto y del observador. Por tanto, debe considerarse una
nocion subjetiva. Esta es probablemente la razén por la que el término complejidad
es tan polémico. De hecho, este término es usado con frecuencia por autores dife-
rentes con significados distintos. A veces, se usa como sinénimo de complicado o
elaborado, a veces se refiere a cualquiera de sus multiples definiciones matematicas
y a veces hasta es usado simplemente para describir algo que no conocemos muy
bien.

La descripciéon del quark, como la esencia tltima de materia, deberia ser simple,
pero la realidad es que, después de gastar miles de millones de dolares y euros, y
después de innumerables esfuerzos de los cientificos mas brillantes de las tltimas
décadas, sabemos muy poco sobre sus propiedades. Por otra parte, la capacidad de
adaptacion a un ecosistema, en principio un ambiente muy complejo, que demues-
tra un jaguar parece ser eminentemente simple. Gell-Mann ofrece una clave para
solucionar este problema: el modelo; o, como €l lo llama, el schemata. Todos los
sistemas adaptativos (o agentes adaptativos) incluyendo los jaguares, las bacterias
y hasta las personas tienen la capacidad de generar modelos que les permiten la
prediccién y la interaccién en un ambiente complejo. Quizas, simplemente decimos
que algo es complejo mientras no tenemos un modelo apropiado que lo describa.

Uno de nuestros objetivos es el de usar las ideas precedentes para definir lo que
entendemos por simple y por complejo. Nuestro objetivo no es crear una definicién
formal y rigurosa de estos términos, sino especificar una nocién de complejidad
conveniente para clasificar los diferentes modelos que han sido desarrollados en el
marco de esta tesis. La seccién siguiente estd dedicada a esta tarea.

1.2 Lo simple, la frontera y lo complejo

Como puede ser deducido en la seccién precedente, el trabajo presentado en esta
tesis trata sobre modelos. Hemos desarrollado un conjunto de diferentes modelos
asociados a los problemas que hemos afrontado durante nuestra investigacién. Estos
problemas van desde el estudio de las capacidades de comunicacién de un potencial
de doble pozo al flujo de informacién en redes sociales, pasando por la dindmica
competitiva en Internet, las propiedades no lineales de estructuras inducidas por
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ruido, etc. En principio, uno podria pensar que todos estos temas no tienen nada en
comun. Nuestro objetivo en esta seccién es mostrar que esta afirmacién esta lejos
de ser cierta.

Los cientificos hacen modelos con el objetivo de conocer mejor el universo. En la
medida en que hemos tratado de describir diferentes aspectos del mundo, los modelos
que hemos desarrollado han sido también esencialmente diferentes. Sin embargo,
podemos establecer una relacién entre ellos que puede ser entendida en el marco
de la pléctica. En esta direccion, vamos a clasificar nuestros modelos dependiendo
de la complejidad de la realidad que tratan de caracterizar. Asi, un modelo en lo
simple es un modelo que describe una realidad simple mientras que un modelo en lo
complejo es un modelo que describe una realidad compleja. Esta clasificacion es, en
cierto modo subjetiva, porque las nociones de simplicidad y complejidad que usamos
no estan basadas en ningun criterio riguroso. De todos modos, vamos a tratar de
proporcionar alguna precisién a estos términos.

Consideramos que un fenémeno es simple cuando un modelo simple puede des-
cribirlo con un nivel suficiente de detalle. Cuando tratamos de modelar un sistema
fisico o un fenémeno, un factor muy importante, que determina la conveniencia de
un modelo para predecir futuros comportamientos, es el nivel de detalle o, como
por lo general se denomina en fisica, el graining. Un modelo con suficiente graining
es el que suministra toda la informacion relevante sobre el fenémeno deseado. Por
ejemplo, si tratamos de describir la dinamica de un péndulo, un nivel de detalle que
ilustre las interacciones atémicas entre las moléculas que forman el péndulo no es
practico. En este caso, probablemente, una ecuacién que proporcione la posicién y
la velocidad del péndulo en cada momento es suficiente. Mas aun, sabemos que esta
ecuacion puede ser escrita en una forma muy compacta usando las leyes de Newton,
de modo que es posible afirmar que el contenido algoritmico de informacién de esta
descripcion es bajo. En estas circunstancias, podemos decir que este es un mode-
lo simple (tiene un bajo contenido algoritmico de la informacién) de un fenémeno
simple (puede ser descrito por un modelo simple con suficiente detalle).

Por otro lado, consideramos que un fenémeno es complejo, cuando el modelo
que lo describe con un nivel suficiente de detalle es demasiado complicado para ser
ttil (o cuando no tenemos un modelo conveniente que lo describa totalmente). En
este caso, una estrategia inteligente es la de realizar la descripciéon usando un nivel
mas alto de abstraccién (un nivel inferior de detalle). Asi, las predicciones exactas
son no siempre aplicables, pero gracias a estos modelos de grano grueso es posible
extraer comportamientos generales y mejorar en el entendimiento de los fenémenos.
Un ejemplo claro de esto son los modelos econémicos (de oferta y demanda, de la
bolsa, etc.), donde se asume un nivel alto de abstraccién en sus hipdtesis y que no
pueden suministrar predicciones exactas, pero que proporcionan conclusiones inte-
resantes para los analistas. Mirando su contenido algoritmico de informacién, estos
modelos pueden ser simples (descritos por un niimero bajo de ecuaciones) o comple-
jos (descritos por un nimero grande de ecuaciones que modelan el comportamiento
dindmico de sus elementos y las interacciones entre estos), pero son siempre de grano
grueso en lo que concierne a la realidad que quieren representar.
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Por tanto, podemos clasificar los fenémenos y sus descripciones en simples o en
complejos. Basandonos en este criterio, esta tesis estd organizada en tres partes:
modelos en lo simple, modelos en la frontera y modelos en lo complejo. La primera
parte esta dedicada al desarrollo y al estudio de algunos modelos que representan
fenémenos simples. La segunda parte hereda su nombre de un comentario realizado
por S. Strogatz en su libro Dindmica No lineal y Caos [2]: ... el marco también con-
tiene una region denominada “la frontera”. FEsta region aparece en aquellos viejos
mapas del mundo, donde el autor escribid, ”"Aqui dragones ”sobre las partes inez-
ploradas del globo. Estos temas no estdn completamente inexplorados, desde luego,
pero es justo decir que se encuentran en los limites del conocimiento ... . Por
ello, modelos en la frontera se refiere a todos esos modelos de fenémenos que no
pueden ser clasificados como simples (porque necesitan un contenido algoritmico de
informacién més elevado en sus descripciones), pero que no pueden ser considera-
dos como complejos, porque en ellos se asume un grado de detalle suficiente como
para hacer predicciones exactas. Finalmente, los modelos en lo complejo tratan con
aquellos fenémenos que requieren un nivel alto de abstraccién. Estos modelos son a
veces cuestionables porque estan por lo general basados en intuiciones y no tienen
en cuenta todas las variables que afectan a un problema particular. Sin embargo,
son con frecuencia los mas interesantes porque tratan con aspectos que estan mas
cercanos a la realidad humana

Como puede entenderse, esta clasificacion es, en cierto modo, subjetiva y proba-
blemente no puede ser aplicada rigurosamente en todas las situaciones. En cualquier
caso, es incuestionable que constituye un modo légico y natural de organizar esta
tesis. Si este punto es entendido, los objetivos de esta seccién pueden considerarse
satisfechos. Si no, probablemente la siguiente seccién pueda ser de gran ayuda.

1.3 La nueva ciencia de las redes

Ha habido numerosas tentativas en la comunidad cientifica para desarrollar un marco
matematico conveniente para describir cualquier clase de sistema complejo. Proba-
blemente, la mas interesante y completa de todas ellas ha sido la denominada “Nueva
ciencia de las redes”, que tiene uno de sus exponentes maximos en la persona de A.-
L. Barabdsi. Recientemente, Barabdsi ha publicado Linked [3], su primer libro sobre
este tema, que estd ganando gran popularidad dentro de la comunidad cientifica. En
este libro, Barabasi muestra el extraordinario poder de este instrumento matematico
para describir aspectos muy diferentes de la realidad como Internet, el WWW, las
relaciones sociales, las interacciones de proteinas en las redes metabodlicas de una
célula, la economia, etc. Esta capacidad viene del hecho que muchos sistemas com-
plejos estan constituidos a partir de componentes similares simples que actian de un
modo complejo. El mejor modo de comprender y describir estos sistemas es a través
de un instrumento matematico que se concentre en la estructura de las interacciones
y no en las propiedades de sus componentes aislados.

Probablemente, la manera mas apropiada para encuadrar esta tesis en una disci-
plina cientifica es introduciéndola dentro del marco de la nueva ciencia de las redes.
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Esta es la razén por la que es tan importante tratar este tema en la introduccion.
De hecho, la organizacion de la tesis sigue un orden légico si lo miramos desde la
perspectiva de las redes. La primera parte, Modelos en lo simple, puede ser vista co-
mo el estudio y la caracterizacion de algunos elementos aislados que no interactian
entre si. En esta direccién, esta parte puede ser concebida como un andlisis de
los componentes primarios de las redes. La segunda parte, Modelos en la frontera,
trata principalmente con sistemas compuestos de multiples elementos simples, pero
que interactian siguiendo una topologia de interconexién regular. Finalmente, los
Modelos en lo complejo son descripciones de sistemas complejos donde la red que
describe la estructura de las interacciones es complicada y esta esencialmente ligada
al comportamiento global del sistema. Por tanto, podriamos haber organizado la
tesis a partir de un criterio conexionista, denominando “modelos de componentes
aislados? la primera parte, “modelos de redes regulares® la segunda y “modelos de
redes complejas? la tercera. En cualquier caso, el resultado habria sido similar al
que hemos obtenido utilizando un criterio basado en la complejidad.

1.4 Informacion, comunicacién y no linealidad

Es esencial entender que, aunque el marco mas apropiado para esta tesis es la ciencia
de las redes (o la ciencia de los sistemas complejos para ser més generales), la fuerza
motriz de la investigacién que hemos realizado es la exploraciéon de nuevos modos
de representar, procesar y comunicar informacion. La mayor parte de los modelos
presentados aqui fueron concebidos como una tentativa de desarrollar o mejorar los
paradigmas tradicionales de comunicacion y de flujo de informacién conocidos en
nuestros dias. Ademads, en este recorrido, se obtuvieron otros resultados interesantes,
que ahora son partes significativas de la investigaciéon que hemos desarrollado. En
cualquier caso, el concepto de informacion, y a veces también el de comunicacion,
estaran de algiin modo presentes en todos los modelos que presentamos.

Debido a esto, un requisito esencial para entender algunos de los capitulos si-
guientes es el de contar con algunas nociones sobre el concepto de informacion tal y
como fue introducido por Shannon [4]. Por esta razén, hemos incluido en el Apéndice
A una breve introduccion a la Teoria Matematica de la Comunicacion que él publicé
en 1949. Ademas, una descripciéon de algunos conceptos fundamentales usados con
frecuencia en la ingenieria de telecomunicacion es presentada en el Apéndice B, que
es también una lectura interesante para el lector no familiarizado con estos temas.

Otro elemento fundamental, que aparece recurrentemente en todos los modelos
propuestos, es la presencia de algin tipo de no linealidad. Muchos autores ya han
notado la necesidad de que un sistema sea no lineal para que pueda producir un com-
portamiento complejo. En este sentido, es notable el trabajo de R. Badii [5], quien
propone que un sistema complejo es aquel que presenta un comportamiento compli-
cado, y es dificil de modelar usando el una estrategia reduccionista de subdivision
sucesiva. Un sistema lineal verifica siempre el principio de superposicion, es decir,
la respuesta a una suma de excitaciones es la suma de las respuestas. Es, fundamen-
talmente, esta caracteristica, la que evita que los sistemas lineales puedan presentar
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comportamientos complejos, porque la acciéon conjunta de varias excitaciones no
puede presentar ninguna caracteristica diferente a la de la suma de las respuestas
aisladas. Por otra parte, los sistemas no lineales no respetan este principio, por tanto
no es posible evaluar la respuesta a un conjunto de excitaciones a través de reduccio-
nes sucesivas. Esta es la razén basica por la qué la no linealidad, con frecuencia, esta
asociada a comportamientos complicados. Todos los modelos propuestos en esta te-
sis presentan algin tipo de no linealidad. Debido a esto, comportamientos extranos
e interesantes aparecen en muchos de ellos como por ejemplo: dindmicas cadticas,
resonancia estocastica, transiciones de fase, etc. Ninguno de estos comportamientos
puede ser reproducido dentro del marco de los sistemas lineales.
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Capitulo 2
El potencial de doble pozo

2.1 Introduccidn

Como Shannon demostrd [4], cualquier sistema capaz de albergar informacién debe
poseer un cierto grado de incertidumbre. Por tanto, el sistema fisico mas simple
capaz de almacenar informacién deberia tener, como minimo, dos estados diferen-
tes, porque la incertidumbre no seria posible si no existiesen al menos dos opciones
posibles. Hay un amplio abanico de sistemas que verifican este criterio, pero se-
guramente, el méas simple de todos ellos es el potencial de doble pozo. Este tipo
particular de sistema ha recibido una atencién especial en la literatura cientifica
durante los ultimos anos. La configuracién més habitual y més profundamente es-
tudiada de estos sistemas es la simétrica, que puede ser descrita por un potencial
cuartico de la forma

V(z) = —a" — —ua°. (2.1)

Como puede ser observado en la Fig. 2.1, h es la profundidad de los pozos y 2L
es la separacién entre sus dos minimos. Observe que con esta definicién, V(L) =
V(=L) = —h.

Puede demostrarse que este sistema tiene s6lo dos estados estables, que corres-
ponden con cada uno de los dos minimos de la ecuacién del potencial. Por tanto,
tenemos sélo dos posibilidades para el estado de una particula sometida a este po-
tencial: caer en el pozo izquierdo o caer en el derecho. Como consideramos un
sistema completamente simétrico, es razonable asumir que la probabilidad de que la
particula esté en uno de los dos pozos es p = ¢ = 0.5. Asi, aplicando la férmula de
Shannon (consultar el Apéndice A), la entropia total (la informacién) contenida en
este sistema es

H(X) = —plogp—qlogg =1 bit (2.2)

Esto significa que un potencial de doble pozo simétrico es un sistema capaz de
almacenar un bit de informacién. Esta propiedad ya ha sido usada en algunas
interesantes deducciones tedricas sobre los limites fundamentales de la informacién
en relacién con la energia y la entropia de los sistemas fisicos [7].

Basandonos en estas ideas, en este capitulo usamos el doble pozo como un ejem-
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Figura 2.1. Potencial de doble pozo simétrico de anchura 2L y altura h.

plo paradigmatico de sistema simple no lineal capaz de almacenar informacion. En
esta direccién, nuestro objetivo es investigar las propiedades de sistemas no linea-
les en relacion con la informacién y la comunicacién. Con este objetivo, definimos
un modelo de comunicacion basado en el doble pozo y estudiamos las propiedades
especiales de la capacidad de informacién en el mismo. Finalmente, exploramos
la viabilidad de usar tal sistema desde un punto de vista ingenieril, comparando
su funcionamiento con el que del filtro adaptado: el mejor receptor lineal, que es
frecuentemente utilizado en la tecnologia actual.

2.2 Un modelo de comunicacion

La relacion de los dobles pozos con la teoria de la informacién no se detiene en su
capacidad para albergar entropia; la biestabilidad puede ser explotada para desa-
rrollar un sistema receptor de telecomunicacién no lineal, si aprendemos a utilizar
su dindamica natural. Es posible mostrar que la dindmica de una particula dentro
del pozo puede ser descrita, en la situacién de limite sobreamortiguado, por una
ecuaciéon de la forma

T=—x— —z°+5(t) (2.3)
donde §(t) representa una perturbacién externa (fuerza) aplicada sobre la particula.

La clave para comprender como es posible aplicar este tipo de sistema en telecomu-
nicaciones estd justamente en esta perturbacién externa. Imaginemos que §(¢) toma
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la forma de un tren de pulsos positivos y negativos de amplitud +A4 y —A. Un pulso
negativo empuja la particula, tratando de hacerla caer en el pozo izquierdo; mientras
que un pulso positivo selecciona el derecho. Puede ser demostrado que el pulso debe
estar por encima de un valor umbral para ser capaz de producir realmente un salto
entre los pozos, este umbral, que depende de la geometria de los pozos, puede ser

evaluado como: [8]
8 h

A Nord!
Por tanto, para pulsos con A sobre el umbral, el estado (el pozo en el que la particula
acaba cayendo a largo plazo) estd completamente determinado por el signo del pulso.
Esta propiedad serd usada en las secciones siguientes para disenar un modelo de
sistema de comunicacion basado en el doble pozo de potencial.

(2.4)

2.2.1 Modulacion por impulsos de cdédigo

Para entender como las propiedades de los dobles pozos pueden ser relacionadas con
los sistemas de telecomunicacion, debemos introducir un concepto extensamente
usado en comunicaciones: la Modulacién por impulsos de cédigo (Pulse Coding
Modulation - PCM). El PCM ha sido estudiado en la ingenieria [6] como un método
esencial de comunicaciones digitales. La idea principal subyacente tras esta técnica
es la de representar la informacion generada por una fuente discreta, codificandola
sobre la amplitud de una forma de onda particular. El tipo de onda puede ser
diferente segin el tipo de cédigo de linea escogido, sin embargo, el mas natural,
que usamos en nuestra discusion, es la configuraciéon binaria en banda base con
modulacion bipolar. En este caso, se supone que la fuente discreta de informacién
es binaria. Por tanto, solo se pueden generar dos clases diferentes de simbolos, que
por lo general vienen representados por los digitos binarios 0 y 1. El emisor modula
cualquiera de los dos simbolos con dos formas de onda de pulso bipolares de duracion
T'. Bipolar significa que ambos pulsos tienen amplitud A, pero signos diferentes: +A
para uno de ellos y —A para el otro. Por lo general, la polaridad —A es usada para
representar un 0 l6gico, mientras que +A es la polaridad asociada al 1. Asi, podemos
decir que cada digito b; binario (donde b; = 0, 1) tiene asociada una senal S, (t) (que
es un pulso de amplitud de —A para S,, y +A4 para S;,). Considerando que un
mensaje digital es una secuencia de bits, este puede ser representado como una
funcion discreta de la forma
i=N-1
mln] = b;d[n — i (2.5)
i=0

donde b; representa el "™ bit generado, N es la longitud del mensaje (el nimero

de bits) y d[n] es la funcién delta discreta. Cualquier mensaje de este tipo puede ser
asociado, utilizando la codificacion PCM, a una onda continua de la forma

i=N—-1

M(t)y= > Sy (t—iT). (2.6)
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Un ejemplo del mecanismo de codificaciéon PCM es mostrado en la Fig. 2.2. Como
puede observarse, M (t) es, en general, una senal aperiédica que puede ser transmi-
tida por un canal en banda base. Mas tarde, cuando llega al receptor, la senal es
demodulada tratando de obtener los simbolos binarios generados originalmente por
la fuente de informacion.

Pulse Code Modulation mechanism
2 T T T

151 b

0.5 b

Encoded waveform message M(t)
o
T
1

-15+ -

-2 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Time t(s)

Figura 2.2. Ejemplo de una modulacion bipolar PCM con pulsos de amplitud
A =1 y duracion T =1 para el mensaje digital binario 101001.

2.2.2 El receptor de doble pozo

Los dispositivos de comunicacion tradicionales recuperan la informacion de una senal
PCM a través de un tipo particular de sistema lineal denominado filtro adaptado
(consultar el Apéndice B), que, por lo general, se realiza en la prictica como un co-
rrelador. Sin embargo, en nuestro caso, proponemos un receptor no lineal basado en
un potencial de doble pozo sobreamortiguado. Para alcanzar este objetivo, debemos
utilizar de manera apropiada la dindmica natural del doble pozo para ser capaces
de recuperar la informacion. Esto puede llevarse a cabo simplemente substituyendo
en la Ec.(2.3) la fuerza externa §(t) por la senal de informaciéon M (¢) definida en la
Ec.(2.6). Como adelantamos antes, la variable de estado del pozo es capaz de seguir
la polaridad de un tren de pulsos cuando las amplitudes A estan sobre el umbral
Ay, presentado en la Ec.(2.4). Para que la particula sea capaz de pasar al estado
deseado, es también necesario que el tiempo de relajacién del pozo sea, al menos,
del mismo orden que la duracion 7' de los pulsos. En esta situacion, el doble pozo
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transforma la sefal M (t) en la variable de estado z(t) dada por la Ec.(2.3), que re-
presenta la posicién de la particula conducida por la fuerza externa aplicada. Para
lograr un proceso de comunicacion, es necesario recuperar los bits transmitidos a
partir de x(¢). Con este objetivo, podemos definir una nueva senal de cuantificacién
de dos estados, que recupera el pozo apropiado en el que se localiza la particula en
cada momento

y(t) = signlz(t)], (2.7)
Sin embargo, s6lo con y(t) no es posible recuperar los bits, porque esta senal puede
tomar varios valores diferentes durante la duracion del pulso. Para evitar este pro-
blema, establecemos una temporizacion estricta usando un tipo particular de senal
llamada, en el contexto de la electrénica, el reloj o clk. Esta senal es una senal
periddica cuadrada, que puede ser descrita por la ecuacién siguiente

clk(t):{ 1site (kT,kT + 1) (2.8)

Osite (kKT + L, kD),

donde k es un nimero entero. La senal clk esta sincronizada con M (t), de modo que
cada cambio en esta iltima (cada pulso) sélo pueda ser emitido en el flaco positivo
de clk. Considerando que el tiempo de relajacion del pozo es del orden de 7', es
razonable aceptar que, cuando un nuevo pulso es emitido, la senal z(¢) debe estar
cerca del punto de equilibrio. Esto permite recuperar facilmente los bits transmitidos
por la senal y(¢) simplemente mirando su estado en el flanco positivo de clk. Asi, si
y(t) > 0 en el flanco positivo, diremos que el bit recibido b es un 1 16gico, por otra
parte, si y(t) < 0, b = 0. Para clarificar estas ideas, la Fig. 2.3 representa el modelo
completo de comunicacion propuesto.

Usando este esquema, podemos evaluar la capacidad del canal en funcién de
la amplitud de los pulsos A. La capacidad puede ser calculada usando la férmula
siguiente (consultar el Apéndice A)

C = ]' +p67‘7‘ logperr + (]' - perr) ]'Og (]‘ - perr)a (29)

donde pe,, es la probabilidad de error de bit, es decir, la probabilidad de que el bit
emitido b; sea diferente del bit recibido b;. Esta probabilidad puede ser escrita en
términos de la probabilidad condicional como

Perr = p(b; = 0)p(b; = 1/b; = 0) + p(b; = 1)p(b; = 0/b; = 1), (2.10)

y también de manera equivalente como

Perr = p(bl = 0)}7(& = 1/bz = 0) —i—p(bz = 1)p(i)z - O/bz - 1)7 (211)

Como puede observarse en la Fig. 2.4, para valores de A < Ay, la capacidad
de la informacion del canal es cero. Esto es debido a que la particula no tiene
bastante energia para saltar de un pozo al otro y permanece siempre sobre la misma
posiciéon. Considerando que la probabilidad de que la fuente produzca un 1 légico
y un 0 légico es la misma (p = ¢ = 0.5), es facil demostrar que p., = 0.5y
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Figura 2.3. FEsta figura representa el esquema de comunicacion propuesto
para nuestro sistema. La informacion es transmitida usando técnicas convencionales
PCM. En recepcion, un doble pozo transforma la senal recibida §(t) en la coordena-
da de estado x, que entonces es cuantificada generando y(t). Finalmente, los bits
recibidos son obtenidos muestreando y(t) en cada flanco positivo de la senal clk.

asi, usando la Ec.(2.9), la capacidad de informacién de este canal es C' = 0. Por
otra parte, cuando A > A, como no hay ninguna perturbacién sobre el canal, la
particula siempre salta al pozo apropiado, verificando que p(l;Z =1/b=1) =1y
p(IA)l =0/b; =0) =1, lo que implica que p,,, = 0. Por tanto, la tasa de transmisién
en este caso es C' = 1 bit/simbolo o equivalentemente C' = £ bits/s (dado que
transmitimos 7 simbolos/s).

A partir de estos resultados, podemos entender que cuando A > Ay, el sistema
de comunicacién propuesto se comporta como un canal discreto sin ruido tal y como
lo introdujo Shannon. Aunque esto sea una conclusién notable e interesante, no
es algo nuevo en ingenieria. Todos los sistemas de comunicaciéon convencionales
digitales basados en receptores lineares pueden reproducir el comportamiento de
canales discretos sin ruido cuando no hay ninguna perturbaciéon en el medio de
transmisién. Sin embargo, nuestro interés en el doble pozo no ha surgido por sus
ventajas como canal discreto sin ruido. Lamentablemente, a la naturaleza no le
gustan los canales sin ruido, y todos los dispositivos de telecomunicacién practicos
deben tener este efecto en cuenta en el proceso de transmision. El hecho de que
el doble pozo se comporte de un modo no lineal es el origen de algunos fenémenos
interesantes que no pueden presentarse en sistemas lineales. Nuestro objetivo en las

secciones siguientes es analizar algunos de ellos y determinar si es posible aprovechar
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Figura 2.4. Capacidad de Shannon C' de un canal sin ruido binario basado
en un receptor de doble pozo no lineal. Como puede observarse, para valores de la
amplitud A por debajo de Ay, no se produce ninguna transmision de informacion.
Por otro lado, para valores por encima de Ay, toda la informacion contenida en los
simbolos emitidos es transmitida por el canal.

estas propiedades para mejorar los dispositivos de comunicaciéon usados en nuestros
dias.

2.3 Resonancia estocastica y capacidad de informacion

Tradicionalmente, el efecto del ruido en electrénica ha sido considerado un fenémeno
perjudicial, principalmente para los ingenieros eléctricos y electrénicos que trabajan
en el desarrollo de dispositivos de telecomunicacion. En el marco de la teoria de sis-
temas lineales, un aumento en la potencia de ruido siempre implica una degradacién
de la calidad de recepcion [6]. Por tanto, como los sistemas de comunicacién tradi-
cionales estdn basados en principios lineales, su diseno persigue la minimizacion del
efecto del ruido. Por otra parte, los sistemas no lineales muestran comportamientos
extranos e interesantes en relacién con el ruido, que son conocidos en la literatura
cientifica. Uno de los més interesantes es la resonancia estocastica (Stochastic Re-
sonance - SR), un fenémeno que aparece en algunos tipos de sistemas no lineales,
cuya caracteristica principal es que el procesado de una senal es mejorado cuando
la relacion senal a ruido disminuye en la entrada.

El fenémeno de la resonancia estocastica ha sido estudiado profundamente en
la literatura cientifica [9, 10, 11], principalmente cuando la perturbacién aplicada
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toma la forma de ruido aditivo blanco Gaussiano (Additive White Gaussian Noise -
AWGN), que es conocido por ser la clase mas importante de ruido en los fenémenos
fisicos, incluyendo la transmisién de senales sobre canales. La resonancia estocastica
es muy comun en la naturaleza, aparece en &mbitos muy diferentes como ldseres [14],
circuitos electrénicos y magnéticos [15, 16, 17|, modelos neuronales y fisiologicos
(18, 19, 20|, etc. Aunque todos estos temas sean fascinantes, nuestro interés estd
concentrado en uno de los sistemas més simples que presentan SR: el potencial de
doble pozo.

Las propiedades del potencial de doble pozo en relacién con la resonancia es-
tocastica han sido ampliamente estudiadas en los ltimos anos [21]. Nuestro ob-
jetivo, sin embargo, es estudiar este fenémeno en el contexto de la teoria de la
informacion a través del modelo de comunicacién que propusimos en la seccién pre-
cedente. Para lograrlo, debemos tener en cuenta el ruido £(¢), que asumiremos estd
presente en el canal. Asi, la senal recibida §(¢) introducida en la Ec.(2.3) ya no puede
ser definida sélo en términos de la senal emitida M (¢) de la Ec.(2.6), como hicimos
antes. Considerando que el ruido es AWGN, su efecto debe ser aditivo, de modo que
$(t) = M(t)+£(t). Esta clase de problemas ya ha sido tratada en la literatura, prin-
cipalmente considerando que M (¢) es una excitacién periddica [22]. Sin embargo, en
nuestra situacién, M (¢) no puede ser periédica, porque debe llevar informacién para
poder comunicar, y las senales periédicas son facilmente predecibles y no contienen
ninguna entropia. El caso de sefiales aperiddicas también ha sido tratado [23], pero
los resultados analiticos en esta situacién no son siempre posibles. Por esta razon,
realizaremos un acercamiento similar al presentado en [24] para evaluar la capacidad
de informacion de nuestro canal de comunicacién no lineal.

Considerando que el periodo T de los pulsos en M (t) es comparable a los tiempos
de relajacién intra-pozo y extra-pozo de la Ec.(2.3), que la senal de ruido £(t) es
Gaussiana con media nula y que los pulsos de M (t) son simétricos asi como los pozos;
puede ser demostrado [24] que el modelo de comunicacién propuesto es equivalente a
un canal sin memoria simétrico binario, tal como fue definido por Shannon (consultar
el Apéndice B). Asi, la capacidad del canal puede ser evaluada en términos de la
probabilidad de error de bit p.,, con la expresién propuesta en la Ec.(2.9.

Hemos realizado una simulacién de este sistema utilizando el algoritmo de Euler
sobre la Ec.(2.3). Con ello, hemos estimado la probabilidad de error de bit pg.,
sobre un numero grande de emisiones sucesivas de simbolos de la fuente b;, que
ocurren como variables aleatorias independientes equiprobables. La capacidad de
canal C ha sido evaluada segin la Ec.(2.9). Los resultados se muestran en la Fig. 2.5.
En esta imagen, podemos observar un fendmeno muy interesante. En términos de
capacidad de informacion, para valores de la amplitud sobre el umbral, el efecto del
ruido es siempre el de degradar el proceso de comunicacién. Para entender por qué,
obsérvese que para las curvas a) y b), donde A > Ay, la tasa de transmisién més
alta, C' =1 bit/simbolo, es alcanzada cuando el ruido tiende a cero. Por otra parte,
para las curvas ¢)y d), donde A < Ay, existe un valor particular de la potencia de
ruido o2 que maximiza la capacidad del canal no lineal.



2.4. Aplicaciones a las comunicaciones digitales 17

0.9}F

08F

0.7

0.6

Capacity C of the channel (bits/symbol)
o
()]
T

I
0 50 100 150 200 250

Noise power o? (W)

Figura 2.5. FEsta figura muestra la capacidad de informacion de un canal
no lineal basado en un receptor de doble pozo como el definido en la Ec.(2.3). En
a) la curva ha sido calculada para una amplitud de los pulsos A mucho mds grande
que el valor de umbral, Ay, en b) consideramos un valor de A ligeramente sobre
A, ¢) tiene A = Ay, y finalmente, en d) A < Ay,. Las caracteristicas del pozo
son descritas en términos de la Ec.(2.1) por h =1 y L = 1. Las simulaciones se
han realizado para 250 diferentes valores de la potencia de ruido o?, con 10° bits
arbitrarios enviados para cada valor del ruido. En todos los casos At = 20 ms y
T=15s.

2.4 Aplicaciones a las comunicaciones digitales

Una vez que hemos demostrado que un canal de comunicacién basado en un re-
ceptor de doble pozo es viable, seria interesante investigar si puede tener algunas
aplicaciones en el campo de la ingenieria de telecomunicacién. Esta posibilidad es
muy sugerente, porque el fenémeno de resonancia estocastica indica que es posible
mejorar la calidad de recepcién para algunos valores particulares de la intensidad
de ruido. Para evaluar las ventajas que puede tener este nuevo acercamiento, es
necesario comparar la calidad de esta clase de sistemas con los convencionales usa-
dos por los ingenieros. El parametro principal que se suele utilizar para medir la
calidad, en el marco de los sistemas de comunicacion digital, es la probabilidad de
error de bit pe.., que por lo general es expresada como una funciéon de la relacion
senal a ruido, (Signal to Noise Ratio - SINR) (consultar el Apéndice B).

La probabilidad de error de bit p,,, depende de la forma del pozo (L y h) y de la
potencia de la senal y del ruido. La evaluacion analitica de p,,, como una funcién de
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estos parametros es una tarea muy complicada que estd fuera de los objetivos de este
trabajo. Sin embargo, para ilustrar las capacidades del sistema, podemos realizar
algunas simulaciones numéricas, que podrian darnos alguna informacién interesante.
El conjunto de imégenes representadas en la Fig. 2.6 muestra la calidad de un
doble pozo de potencial en términos de la probabilidad de acierto pee = 1 — Py
Cada imagen ha sido evaluada para un valor diferente de la SN R, que aumenta de
izquierda a derecha y de arriba abajo. El eje x representa la altura h de los pozos,
el eje y representa la anchura L entre los pozos y el eje z representa p,... Como
puede ser observado, la calidad de recepcién depende fuertemente de la forma del
pozo. Para todas las imdgenes es posible encontrar un valor particular de L y h que
maximiza la calidad de las comunicaciones (reduciendo al minimo pe;).

0,65, 0.5
0.9, 0.9,
0.85. 0.85.
0.8 0.8
w75 .75

- 07 - 07

- 07

Figura 2.6. Cada imagen representa la probabilidad de acierto (pgec = 1 —
Perr) S0bre un receptor de doble pozo para valores diferentes de la relacion senal a
rutdo. El eje x representa la altura h de los pozos, el eje y representa la anchura L
entre los pozos y el eje z representa Pye.. La SN R aumenta de izquierda a derecha
y de arriba a abajo. En todas las figuras es posible obtener una forma de pozo que
maximice la calidad de recepcion. Las simulaciones han sido realizadas para 70x70

valores diferentes de h y L y para 4 valores diferentes de la SN R sobre una secuencia
de 10° bits.
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Como ya hemos adelantado, para determinar si esta clase de sistemas puede tener
aplicaciones en la préactica es necesario compararlos con los métodos convencionales
usados en ingenieria. En comunicaciones digitales, el tipo de receptor més usado es
el filtro adaptado (consultar el Apéndice B). Un receptor de doble pozo podria tener
aplicaciones muy interesantes si mejorase la calidad del filtro adaptado, incluso si
esta mejora se produce solamente en una regiéon de parametros particular. Para
verificarlo, un posible acercamiento es el de seleccionar unas condiciones de comu-
nicacién (potencia de senal y de ruido) y buscar, para ese caso, los valores de L'y h
que minimicen p.,,. Entonces, podremos comparar su valor con el obtenido usando
un filtro adaptado en condiciones de comunicacién idénticas. El problema con este
método es que debe estar completamente basado en simulaciones. Por tanto, pode-
mos demostrar la aplicabilidad de nuestro receptor sélo si encontramos una region
de parametros particular en la que el doble pozo mejore al filtro adaptado, pero no
se puede afirmar lo contrario simplemente porque que no la encontremos. Lamenta-
blemente, las simulaciones muestran que para las condiciones de comunicaciéon mas
comunes, el filtro adaptado es siempre mejor que el receptor de doble pozo. Por
tanto, no es posible extraer ninguna conclusion interesante a través de este método.
En cualquier caso, este resultado sugiere que existen sélo dos posibilidades, o bien
el doble pozo mejora al filtro adaptado sélo en unas condiciones de comunicacion
muy particulares, o bien no lo mejora en ninguna situacién posible. Después de
miles de horas de CPU tratando de verificar la primera posibilidad, comenzamos a,
pensar que la verdadera es la segunda. No tenemos una demostracion formal para
esta conjetura, pero es posible confirmarla intuitivamente siguiendo un conjunto de
argumentos razonables.

Para comprender por qué pensamos que el doble pozo nunca mejorara al filtro
adaptado, es necesario primero definir una nueva clase de receptor de doble pozo
con una dindmica ligeramente diferente. La evolucion de la variable de estado en un
doble pozo viene, por lo general, descrita por la expresién dada en la Ec.(2.3). En
esta situacién, asumimos que el estado = del pozo comienza en una condicion inicial
particular dada, xy, y después evoluciona siguiendo su propia dindmica conducida
por la senal de entrada §(t). Esto significa que el valor de x en el flanco positivo de la
senal clk no s6lo depende del bit particular llevado por §(¢), sino también del estado
inicial del pozo en ese periodo particular. Teniendo en cuenta estos resultados,
podemos decir que el receptor convencional de doble pozo tiene memoria, porque la
probabilidad de recibir correctamente un bit particular depende de la informacion
recibida con anterioridad. Usando un paradigma similar, podemos definir una nueva
clase de receptor de doble pozo sin memoria, cuya dindmica también viene regida por
la Ec.(2.3), pero en una aproximacién bit-por-bit. Esto significa que la coordenada
de estado x de la Ec.(2.3) es reinicializada en cada limite de bit (sobre cada flanco
positivo de la senal clk). En este caso, el valor de reset, xy, debe ser igual a cero,
porque en cualquier otro caso, una polaridad de bit particular seria beneficiada.

Considerando estos dos receptores con memoria y sin memoria, ahora queremos
comparar la calidad de comunicaciéon que puede ser alcanzada usando cada uno
de ellos. Para esto, proponemos un conjunto de simulaciones computacionales que



20 Capitulo 2. El potencial de doble pozo

Capacity for memory and memoryless channels

o
3

o
o

I
~

o
w

Capacity C of the channel (bits/symbol)
o
()]

o
N

o
S
T

0 50 100 150 200 250
Noise power o? (W)

Figura 2.7. La figura representa la capacidad de informacion para receptores
de doble pozo con memoria (linea sélida) y sin memoria (linea discontinua) en cuatro
condiciones diferentes. En a) la curva ha sido calculada para una amplitud de los
pulsos A mucho mds grande que el valor de umbral Ay,, en b) consideramos que un
valor de A ligeramente sobre Ay, c) tiene A = Ay, y finalmente, en d) A < Ay,.
Las caracteristicas del pozo vienen descritas en términos de la Ec.(2.1) por h = 1
y L = 1. Como puede ser observado, en todas las situaciones, la capacidad de
la informacion para el receptor sin memoria es mas elevada que la del doble pozo
convencional.

consisten en el procedimiento siguiente. Primero, definimos las propiedades del
canal escogiendo un valor particular para las potencias de la senal y del ruido,
entonces, enviamos una secuencia de bits a través de este canal. La respuesta del
canal es entonces inyectada en dos receptores diferentes: uno con memoria y otro sin
memoria. Después de esto, es posible evaluar la capacidad de la informacion para
cada uno de ellos. Como puede ser observado en la Fig. 2.7, la capacidad del receptor
sin memoria estd siempre sobre la obtenida usando un doble pozo convencional. En
términos de probabilidad de error de bit, esto significa que el esquema sin memoria
recibe siempre con menor ntiimero de errores, lo que implica una mejora de la calidad
de comunicacion.

Una vez que hemos mostrado que el funcionamiento del receptor sin memoria es
siempre mejor que el obtenido usando un doble pozo convencional, vamos a estudiar
con cuidado esta primera clase de receptor para investigar cuales son las condiciones
apropiadas que conducen a una mayor calidad de comunicacién. En particular, es
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esencial recordar que, en este caso, la evoluciéon dinamica, viene descrita, en una
aproximacién bit-por-bit, por la expresién dada en la Ec.(2.3)

G = —x— 1+ 5(t), (2.12)

donde h es la altura de los pozos, 2L la separacién entre sus minimos y x = 0 al
comienzo de cada bit. Andlogamente a lo que sucede en un receptor con memoria,
la forma del pozo, descrita por h y L, tiene también una influencia importante sobre
el funcionamiento final. En particular, queremos concentrar nuestra atencion en el
estudio de la influencia de las variaciones de L sobre la probabilidad de error de bit.
La razén de este interés particular es la siguiente. Si aumentamos L en un receptor
particular, la evolucion dinamica de z esta cada vez menos dirigida por el aspecto de
los pozos, y cada vez mas determinada por la perturbacién externa. Si observamos
la Ec.(2.12) en el caso limite L — oo, la expresién puede ser aproximada por

i = 5(t), (2.13)

que es equivalente a
() = / S(1) dr, (2.14)
T

siendo T la duracion de cada bit. Como hemos asumido que la senal emitida,
s(t), es constante para cada bit, la expresién de la Ec.(2.14) puede ser vista como
(proporcional a) la salida de un correlator entre s(t) y §(¢). Es conocido (consultar
el Apéndice B) que el filtro adaptado puede ser implementado en la practica como
un correlador, que, en este caso, tendria una expresion similar a la dada en la
Ec.(2.14). Usando estos argumentos, es posible mostrar que el filtro adaptado es
una situaciéon limite para el receptor sin memoria cuando L se hace grande. Esto
tiene una consecuencia importante en términos de prestaciones, porque, como se
muestra en la Fig. 2.8, la probabilidad de error de bit de un receptor sin memoria
siempre mejora cuando L aumenta.

Usando los argumentos precedentes, concluimos que el receptor de doble pozo
nunca mejorara al filtro adaptado. Esto parece légico si seguimos nuestra cadena de
argumentos: hemos demostrado que el doble pozo es siempre peor que el sistema sin
memoria, que, a su vez, es siempre peor (o igual en el limite L — oo) que el filtro
adaptado.

2.5 Conclusiones

En este capitulo, hemos demostrado que es posible definir un esquema de telecomu-
nicaciéon digital que usa un receptor no lineal basado en un doble pozo. Empleando
teoria de la informacion, hemos evaluado su contenido de entropia y su capacidad
de informacion. Gracias a este analisis, hemos mostrado que, debido a su dinamica
intrinsecamente no lineal, este tipo de sistemas manifiesta comportamientos nuevos
e interesantes, como la resonancia estocastica sobre la capacidad de informacion,
que no es posible en dispositivos convencionales lineales.
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Figura 2.8. La figura representa, en lineas discontinuas, la probabilidad de
error de bit per de un receptor sin memoria como una funcion de la SNR para 9
valores diferentes de la anchura L entre los pozos. La pe.. de un filtro adaptado
también es representada en linea solida. Como puede ser observado, la calidad de
comunicacion con el receptor sin memoria mejora cuando el valor de L aumenta. En
la situacion limite L — oo las prestaciones son idénticas a las del filtro adaptado.
Esto significa que cualquier receptor de doble pozo que sea realmente no lineal es
peor, como sistema receptor de telecomunicacion digital, que el filtro adaptado.

Estos resultados tienen un interés tedrico profundo y, en principio, parecen tener
aplicaciones prometedoras en la practica. La presencia de ruido es el problema mas
importante que evita el aumento de la calidad y la velocidad en muchos sistemas
de telecomunicacién como los de telefonia digital celular, radioenlaces via satélite,
etc. Por esta razon, la idea de un receptor digital que mejore su calidad cuando el
ruido de canal aumenta sugiere la posibilidad de aplicar la resonancia estocastica en
este campo. Sin embargo, como hemos ilustrado en este capitulo, un analisis cui-
dadoso muestra que esta clase de receptores no puede desbancar a los dispositivos
de telecomunicacion convencionales usados en ingenieria. Incluso cuando el ruido
del canal es exactamente el que produce el maximo de resonancia, la capacidad del
receptor de doble pozo esta bajo la del filtro adaptado para las mismas condicio-
nes de comunicacién. Por tanto, podemos concluir que hay pocas posibilidades de
encontrar aplicaciones realistas de esta clase de receptores. En cualquier caso, esta
es una conclusiéon muy interesante porque demuestra que la linea de investigacién
propuesta en algunos articulos publicados recientemente [24], es infructuosa desde
la perspectiva de la ingenieria de telecomunicacion.
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Aunque esta conclusion pueda parecer desalentadora, no implica que estos sis-
temas no sean ttiles en otros campos de la ingenieria. De hecho, el fenémeno de
la resonancia estocastica parece prometedor para el desarrollo de nuevos tipos de
sensores que emulen sistemas biologicos y que pueden ser de gran interés en muchas
disciplinas tecnoldgicas [25].

Finalmente, es interesante comentar que la linea de investigacion propuesta en
este capitulo no puede considerarse cerrada. En esta direccién, seria muy interesante
demostrar matematicamente la cadena de argumentos que hemos propuesto, y que
conducen a la conclusion de que el doble pozo no puede mejorar al filtro adaptado.
Las simulaciones realizadas muestran que esta conclusion es correcta en los escena-
rios mas habituales. Sin embargo, la confirmacion analitica seria muy importante
desde una perspectiva tedrica.
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Capitulo 3

Comunicaciones usando
caos

3.1 Introduccidn

En el capitulo anterior, estudiamos un modelo simple (con bajo contenido algoritmico
de informacién) de uno de los fendmenos més simples capaces de almacenar infor-
macién. Como siguiente etapa en nuestro camino hacia la complejidad, proponemos
analizar, desde el punto de vista de la teoria de la informacién, algunos sistemas
que presentan la propiedad conocida como caos. Es importante comentar que, en
términos de contenido algoritmico de informacion, los sistemas cadticos de baja di-
mension mas populares son simples, porque pueden ser descritos por un conjunto de
ecuaciones diferenciales simples (en el caso de sistemas continuos) o por un conjunto
de ecuaciones recurrentes simples (en el caso de mapas discretos). A pesar de esto,
los sistemas cadticos no suelen considerarse como simples, principalmente porque,
por lo general, producen respuestas complejas que son con frecuencia dificiles de ca-
racterizar. En este sentido, seria necesario introducir nociones mas sofisticadas para
definir la complejidad, basandose no sélo en la longitud de la descripcion, sino tam-
bién en el tiempo que un ordenador universal necesita para calcular esta descripcion
y evaluar su respuesta. Algunos autores llaman a esta nocién la profundidad logica
[1]. Un ejemplo cldsico de esto es el famoso conjunto fractal de Mandelbrot, un
sistema caodtico que tiene un contenido algoritmico de informacién sumamente bajo,
pero que presenta un comportamiento evidentemente complejo gracias a su elevada
profundidad léogica. En este sentido, estd justificado que incluyamos los modelos de
sistemas caodticos de baja dimensién como modelos en lo simple, porque realmente
no tienen una elevada complejidad eficaz, sino una elevada profundidad logica.

El contenido algoritmico de informacion permite clasificar nuestros modelos, pe-
ro nuestro interés en esta clase de sistemas esta principalmente concentrado en su
relacién con la informacion y con las comunicaciones. Como ya sabemos, para un
observador, una secuencia de acontecimientos contiene informacién, solo si estos
acontecimientos no son totalmente predecibles. Por otro lado, si uno puede prede-
cir totalmente los acontecimientos futuros, entonces ninguna informacién puede ser
ganada observandolos. Esta idea podria conducir a la percepcion errénea de que un
sistema determinista no puede actuar como fuente de informacién. La mayoria de

25
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los sistemas deterministas, principalmente los lineales, presentan comportamientos
periddicos o asintéticos que no dejan lugar a ninguna clase de incertidumbre. Sin
embargo, la imprevisibilidad inherente a un sistema cadtico implica que un obser-
vador no puede determinar con precision la evolucién futura del sistema sin realizar
una observacion continua del mismo. La informacion obtenida a través de la obser-
vacion continua no puede ser obtenida a través de una sola medida en un instante
dado. En este sentido, podemos afirmar que existe una conexién cualitativa entre el
caos y la informacion.

A finales de los anos 50, se demostré que esta conexion es profunda e importan-
te, con el trabajo de Kolmogorov [26] quien reconocié que el espacio de fases de un
sistema dinamico puede ser dividido en elementos de volumen. Etiquetando ade-
cuadamente cada elemento, se puede codificar simbolicamente la trayectoria. Asi, la
evolucién dindmica de un sistema cadtico puede ser representada por una secuencia
de simbolos, de la misma manera que un mensaje es representado en el contexto de
la teoria de la informacion de Shannon. Después de esto, Kolmogorov comprendid
que uno puede asociar a cada elemento de volumen ¢ una probabilidad de visita o;.
Con este conjunto de probabilidades, es posible definir una nueva magnitud que se
denomino la entropia de Kolmogorov hy, que se definid, en analogia con la entropia
de Shannon como

hk = —ZO’i lOgO’i. (31)

Es evidente que hj coincide con la entropia de Shannon de una fuente de informa-
cién que genere una secuencia correspondiente de simbolos. Estos conceptos fueron
ampliados més tarde por Sinai, que observé que hy depende de la particion de ge-
neracién considerada. De este modo, se defini6 la entropia de Kolmogorov-Sinai
(KS-entropia) como el valor maximo de hy obtenido para la particién éptima. La
KS-entropia es un concepto muy util porque mide la maxima entropia de Shannon
que un sistema cadtico puede generar como fuente de informacién.

Estas definiciones permiten establecer una conexién entre el caos y la informa-
cién, sin embargo, se podria argumentar que estos conceptos son artificiales y per-
manecen demasiado abstractos sin una relacién clara con las propiedades dinamicas
de los sistemas. Este problema fue solucionado por Pesin y Ruelle [27] quienes
demostraron un teorema interesante y sugerente que definitivamente mostro la pro-
fundidad con la cual la informacion esta inmersa en la dindmica cadtica. Demostra-
ron que para ciertas clases de sistemas, incluyendo los mapas unidimensionales, la
KS-entropia es igual a la suma de todos los exponentes positivos Lyapunov. Esto
era un avance sustancial en la teoria de la informacion por la razén siguiente. La
evaluacién de la entropia de Shannon de una secuencia de simbolos generalmente
requiere el conocimiento a priori de la distribucién de la fuente, cuando esta no es
conocida, la entropia no es realmente computable, porque solo puede ser definida en
términos de una observacion limite infinita. Gracias a ese teorema, podemos evaluar
analiticamente la entropia de Shannon de fuentes cadticas sin ningin conocimiento
a priori sobre la distribucion de la secuencia de simbolos generada. Por tanto, po-
demos tomar de la dindmica no lineal la idea de que existe una dualidad entre las
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formulaciones deterministas y probabilisticas del comportamiento de un sistema.

Todos los sistemas de telecomunicacién modernos estan basados, de un modo u
otro, en las ideas originales desarrolladas por Shannon. Teniendo en cuenta que este
concepto emerge de los sistemas caoticos de un modo bastante natural, es légico
pensar que las técnicas cadticas podrian ser usadas como una tecnologia alternativa
para poner en practica dispositivos de comunicacién. Ciertamente, en los ultimos
anos, hemos visto una explosion en el nimero de publicaciones que proponen ideas
relativas a sistemas de comunicacién basados en el caos [28, 29, 30, 31, 32, 33]. Con
estos trabajos, algunas ideas innovadoras fueron desarrolladas, entre ellas, es intere-
sante recuperar un concepto que es esencial para entender el resto de este capitulo:
la idea del control de caos. Ya sabemos que una trayectoria cadtica puede contener
informacion, pero esto es inttil desde un punto de vista de comunicacion, si esta
informacion no es exactamente la que deseamos. Disponer de una conexién digital
de alta velocidad, que reciba con una velocidad de algunos gigabits por segundo
bits aleatorios, es absolutamente inttil si estos bits no representan informacién co-
dificada por un remitente inteligente como puede ser, por ejemplo, una imagen, un
documento, etc. Para que los sistemas cadticos no generen una informacién aleatoria
y sean eficaces en comunicaciones, tenemos que perturbarlos, de modo que las for-
mas de onda emitidas sigan un patron deseado. Sin embargo, estas perturbaciones
podrian destruir la dinamica intrinseca de los sistemas, rompiendo su relacién con
la teoria de la informacién. En este sentido, las técnicas de control de caos permiten
satisfacer ambas necesidades: la posibilidad de cambiar las trayectorias y el requisito
de respetar sus propiedades dindmicas. Una parte importante de este capitulo estd
dedicada a analizar y desarrollar nuevas ideas en relacién con este tema.

Este capitulo estd organizado del modo siguiente. Primero, proponemos un mo-
delo de comunicacién basado en el sistema cadtico mas simple que podemos imaginar:
un mapa unidimensional cadtico. Utilizandolo, proponemos un esquema de codifica-
cion - decodificacion, y analizamos su capacidad de informacion, comparandolo con
el maximo tedrico posible: el limite de Shannon. En segundo lugar, analizamos las
capacidades de comunicacion del sistema cadtico continuo mas popular: el atractor
de Lorenz. Proponemos un mecanismo de comunicacion basado en él y demostramos
que, gracias a la redundancia intrinseca de los sistemas cadticos, es posible prote-
ger la informacién y descubrir errores en la comunicacién. Finalmente, analizamos
criticamente los modelos y sus posibles aplicaciones en el &mbito de la ingenieria de
telecomunicacion.

3.2 Codificaciéon cadtica discreta

Nuestro viaje por el campo de comunicaciones cadticas comienza con los sistemas
dindmicos mas simples que presentan caos: los mapas discretos unidimensionales.
Esta clase de sistemas toma ese nombre porque asumimos que el tiempo es discreto.
Por tanto, las ecuaciones dindmicas de evolucion de estos sistemas no vienen descri-
tas por un conjunto de ecuaciones diferenciales, sino que siguen una ley recurrente
que relaciona el valor de las variables de estado en un instante con su valor en las
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iteraciones siguientes. Cuando este estado depende de una sola coordenada, se dice
que el sistema es unidimensional. El ejemplo mas popular de mapa unidimensional
es la aplicacién logistica, que puede ser descrita por la ecuacién siguiente

Tp1 = Ay (1 — xp). (3.2)

No todos los mapas discretos unidimensionales son cadticos. Por ejemplo, es conoci-
do que la aplicacion logistica presenta caos para algunos valores de A\ y es periodica
para otros. Nuestro interés, obviamente, esta concentrado en las situaciones que
presentan un comportamiento cadtico. En este sentido, vamos a proponer un tipo
particular de mapa cadtico que tiene un conjunto de propiedades interesantes que
lo hacen el instrumento ideal para ser usado en la codificacién de informacion.

Sin embargo, antes de comenzar, es necesario recordar un concepto relacionado
con la teoria de la informacion que es indispensable para comprender el modelo de
comunicacion propuesto: la idea de muestreo. La regla més importante sobre el
muestreo es el teorema Nyquist, que puede ser resumido de la manera siguiente. Si
consideramos una la senal z(¢) continua y limitada en banda que no tenga ninguna
componente espectral en una frecuencia superior a un determinado limite W, esta
senal esta completamente descrita especificando su valor en instantes de tiempo
separados por At = ﬁ Este teorema tiene una doble implicacién. Primero, que
cualquier senal z(¢) limitada en banda estd asociada a una secuencia tnica z; de
valores discretos separados por At. Segundo, que cualquier secuencia de valores
discretos separados por At estd asociada a una sefal continua x(t) tUnica en la
banda f € [0, 5%;].

Esto tiene una interpretacion inmediata en el contexto de los mapas unidimen-
sionales cadticos. Considerando una trayectoria cadtica (una secuencia discreta de
valores x;) y un At, esta secuencia puede ser transmitida en forma de una senal
z(t) continua que inicamente estara asociada a nuestra forma de onda discreta. En
recepcion, la secuencia puede ser recuperada muestreandola otra vez con el mismo
At. Este principio es el elemento clave que permite que el esquema de comunicacion

que proponemos en esta seccién sea susceptible de ser aplicado en la préctica.

3.2.1 Codificando con el mapa de Baker

El mapa discreto unidimensional que deseamos usar deberia emitir una senal cadtica
capaz de comportarse simbélicamente como una aplicaciéon de Bernoulli. Uno de los
mapas discretos mas simples que poseen esa caracteristica es el mapa de Baker
(representado en la Fig. 3.1) B definido como

2z, si x, <0.5
Tntl = { 2, — 1 si x, > 0.5. (3:3)

El hecho que este sistema se comporte como una aplicacién de Bernoulli [34] in-
dica que este mapa tiene la capacidad de producir cualquier secuencia deseada de
simbolos que representen un mensaje, simplemente introduciendo pequenas pertur-
baciones en la trayectoria cadtica. Para entender esta propiedad, es esencial definir
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Baker map
1.5 T

n+l

Final value x

0.5 -~

1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Initial value X

Figura 3.1. FEl mapa de Baker esta definido como una funcion linear a
tramos tal y como la mostrada en esta imagen. La linea discontinua indica la funcion
identidad.

cémo la informacion simbdlica es codificada por este mapa. Para simplificar, sin per-
dida de generalidad, consideramos que la informacion simbdlica deseada es emitida
en forma digital binaria. Aunque esta suposicion pudiera considerarse demasia-
do restrictiva, puede ser demostrado que el método que proponemos es facilmente
generalizable a cualquier espacio simbdlico finito.

Para codificar la informacién binaria, definimos una particién de generacion en
el espacio de fases J = [0, 1]. Esta particién de generacién w estd compuesta de dos
subparticiones, w; = [0, 0.5] y wy =]0.5, 1]. Todos los puntos de la trayectoria cadtica
pertenecientes a la particiéon w; codifican el simbolo binario Ry = 0, de la misma
manera, cualquier punto en w; codifica el simbolo R; = 1. Puede ser demostrado
que la probabilidad de que la 6rbita se encuentre en la particién wy, es p(wy) = 0.5.
De la misma manera, también puede demostrarse que, si escogemos una condicion
inicial particular y dejamos al mapa evolucionar sin perturbaciones, su dindmica
natural produce un mensaje simbdlico M = by, b,..., donde los simbolos binarios R,
y R, aparecen en la secuencia con la misma probabilidad p, = p; = 0.5.

Utilizando esta definicion como base para la codificacién en el mapa de Baker,
se puede demostrar que la trayectoria cadtica puede codificar cualquier secuencia
de simbolos. Para explicar esta caracteristica, es interesante recuperar el concepto
del estado simbdlico de un sistema cadtico [35]. Considerando una condicién inicial

particular del mapa de Baker, llamamos b; al bit generado en la iteracién ¢™e



30 Capitulo 3. Comunicaciones usando caos

del mapa. Asi, podemos definir un nimero real r que especifica completamente la
secuencia simbdlica como N
r=> b2 (3.4)
i=1

Puede demostrarse que r € [0,1] y que hay una correspondencia biunivoca entre

Symbolic encoding in the Baker map
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Symbolic state of the system r
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Figura 3.2. La imagen representa el estado simbdlico del sistema r como
funcion de la condicion inicial en el mapa de Baker. Como puede verse, la relacion
entre ambas variables queda establecida de manera muy simple a través de la funcion

identidad.

cualquier secuencia simbodlica y su valor de r asociado. Asi, podemos definir una
nueva funcién r(x;) que asigne una secuencia simbdélica r a cualquier condicién inicial
x; del mapa. Por esta razén, r(z;) se denomina el estado simbdlico asociado al estado
x;. Para entender por qué el mapa de Baker es una aplicacién de Bernoulli, debemos
observar la funcién r(z;). Como se muestra la en la Fig. 3.2, la funcién r(x;) del
mapa de Baker es simplemente la identidad r(z;) = x;. Esto significa que para
cualquier valor posible del estado simbodlico 7, existe una tunica condicién inicial
x; = r, que genera la secuencia simbdlica dada por r. Por tanto, para codificar
una secuencia simbélica especifica (un mensaje) con el mapa, debemos encontrar
una condicion inicial que produzca esta secuencia particular. Consiguientemente,
necesitamos una funcién z(r), que exprese la condicién inicial z; en términos del
estado simbdlico deseado r. Por lo general esta funcién se denomina la funcion
de codificacion de la forma de onda simbdlica y es, evidentemente, la inversa de la
funcién r(z;) presentada previamente.
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Gracias a esta discusion, podemos entender los dos motivos por los que hemos
escogido al mapa de Baker como nuestro elemento de codificacién caético. Primero,
porque es una aplicacion de Bernoulli y puede generar cualquier secuencia simbdlica
que podamos desear, segundo, porque la funciéon de codificacion de la forma de
onda simbolica es la mas simple que podemos encontrar: la identidad. No todos los
mapas discretos tienen una funcién de codificacion de la forma de onda simbdlica tan
simple, como se muestra en la Fig. 3.3. Aunque la aplicacién Logistica sea también
una aplicacién de Bernoulli, tiene una funcién x(r) bastante el compleja, lo que
representa una dificultad al tratar de aplicarlo a un esquema de comunicaciones.

Symbolic encoding in the Logistic map
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Figura 3.3. La aplicacion Logistica es una aplicacion de Bernoulli porque
podemos encontrar una condicion inicial x; para cualquier estado simbdlico posible
r, sin embargo, la funcion de codificacion de la forma de onda simbdlica, x(r), es
mdas compleja, lo que hace que sea mdas dificil usar el mapa Logistico para codificar
informacion.

Desde un punto de vista practico, no es posible trabajar con secuencias infinitas

de simbolos, por tanto, es mejor definir una versién discreta de la funcién r(x;) que
trunque la longitud de la secuencia de bits de la manera siguiente

N
r=> b2, (3.5)
i=1

donde N es la longitud deseada de la secuencia. En este caso, z(r) es discreta
porque 7 s6lo puede tomar 2V valores diferentes (uno para cada secuencia de bits
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posible). Por tanto, como los mensajes tienen N simbolos, es necesario introducir
pequenas perturbaciones en la trayectoria para conducirlo hacia la secuencia de
simbolo que deseemos generar. Podemos modelar estas pequenas perturbaciones
como una variable aleatoria 7, que puede ser considerada, en primera aproximacién,
como un ruido Gaussiano con varianza 7y y media nula. En esta situacién, podemos
definir una nueva versiéon perturbada del mapa de Baker B,
2z, +n si x, <0.5
Tl = { 2x, —1+n si z, > 0.5. (3.6)

Para fijar las ideas sobre el proceso de codificacién, es interesante introdu-
cir un ejemplo simple. Tomemos el mensaje binario X = 101110011001... y su-
pongamos que estamos interesados en la utilizaciéon de un método de codificacién
truncado en N = 8 (8 bits son codificados sobre cada valor de z), en esta situa-
ciéon x; = x(ry) = r;. Sabemos que r; puede ser calculada usando la Ec.(3.5)
para los N = 8 primeros bits de X (b1bobsbsbsbgb;bs = 10111001). Entonces,
Ty =1 = 270423 4274 4275 4278 = (0.72265625. De la misma manera,
ry puede ser evaluado tomando los 8 siguientes bits, desplazando X una posi-
ci6n a la izquierda (bebsbsbsbsbrbgby = 01110011). Entonces, usando otra vez la
Ec.(35) my =1y = 272 4+ 273 + 274 4+ 277 4+ 278 = (.44921875. Equivalentemente
3 =13 =271 42724273 4276 4 277 = (.8984375, etc. Obsérvese que gracias a este
método de codificacién, la serie x; estd muy cerca de la trayectoria natural del mapa
de Baker, sélo una pequena perturbacién debe ser anadida en algunas iteraciones
para conducir el mapa a los valores deseados de x. En el ejemplo precedente, las
perturbaciones necesarias vendran dadas por B(z;) = 0.4453125 = x5 — 0.00390625,
B(zy) = 0.8984375 = x3, etc.

3.2.2 Un modelo de comunicacion cadética

Basandonos en este mecanismo de codificacion, proponemos un modelo de comuni-
cacién que es el representado esquematicamente sobre la Fig. 3.4. En este modelo,
cualquier mensaje binario X = by, bs... es codificado sobre una forma de onda caética
T = T1,T3..., donde z; = x(r;), siendo r; el estado simbdélico definido en la Ec.(3.5)
y z(r) la funcién de codificacién de la forma de onda simbélica. Usando este meca-
nismo, x;1, = B, (x;) siendo B, el mapa de Baker definido en la Ec.(3.6). En esta
situacion, la senal x es enviada sobre un canal de comunicacién de ancho de banda
W. Por el teorema de Nyquist sabemos que W = %, donde f, es la frecuencia de
muestreo. Esto indica que f; es la tasa de transmisién maxima aceptable para la
secuencia z (el intervalo entre dos transmisiones sucesivas de z; debe ser al menos
igual a f—ls) Como en todos los canales de comunicacién realistas, asumimos que
existe una perturbacion sobre la senal transmitida. Modelamos esta perturbacién
como un Ruido Aditivo Blanco Gaussiano (AWGN), &, de varianza o? y media nu-
la. En esta situacién, el receptor, después de un proceso de muestreo, recibe una

trayectoria perturbada, y = v, ys..., donde y; = x; + £ para todo i. Este receptor
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debe procesar la senal recibida para recuperar la informacién simbdlica en forma de
un nuevo mensaje Y = by, bs...

Source of X > Chaotic X > Low-pass

information encoder filter

Channel IIIIIIIII’é
noise

fs
Quantifier

Z Chaotic y \J ass
Y <= $, S decoder = Low-pass <

filter
Sampler

Figura 3.4. Modelo basico de un sistema de comunicacion caotico.

Para medir la cantidad de informacién transferida usando este modelo de comu-
nicacion caotico, debemos recurrir a los conceptos de entropia H y de capacidad del
canal Cy definidos por Shannon (consultar el Apéndice A). En rigor, la capacidad Cj
de un canal de comunicacién con ruido y limitado en banda es la tasa de transmisién
mé&xima posible para ese canal, y viene dada por el limite de Shannon [4]

P
Cy=Wlog(1+ ;), (3.7)

donde log es el logaritmo en base 2, W es el ancho de banda del canal, P es la
potencia de la sefial emitida y o2 es la potencia del Ruido Aditivo Blanco Gaussiano
en el canal. Observe que, cuando W viene representado en Hertzios, C se expresara
en bits/s. Otro modo diferente de escribir la Ec.(3.7) se basa en el hecho de que
W = %; entonces, como f, es la frecuencia de muestreo, C puede ser expresado en
bits por muestra de la manera siguiente

1 P
Cs = -log(1+

= ). (3.8)

o2
El limite de Shannon representa la cota superior para la tasa de transmisién del
canal. Todos los sistemas de telecomunicaciéon tienen el objetivo de acercarse todo
lo posible a este limite. En esta direccién, uno de nuestros objetivos en este capitulo
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es el de mostrar como es posible acercarse mas a este limite usando la redundancia
intrinseca que esta presente en las senales cadticas.

Considerando que usamos un alfabeto binario compuesto por sélo dos simbolos,
la entropia de la fuente de informaciéon puede ser evaluada como la entropia del
mensaje X emitido

H(X) = —pylogpo — p1 logpi, (3.9)
donde pgy y p1 son las probabilidades de los 0 légicos y los 1 légicos respectivamente.
Sin perdida de generalidad, podemos asumir que py = p; = 0.5, de modo que

H(X) = 1 bit/simbolo. Es interesante comentar que la entropia contenida en la
secuencia x, H(z) debe ser la misma que la entropia del mensaje H (X)), porque hay
una correspondencia entre la secuencia del mensaje X y las trayectorias perturbadas
dadas por z. Por tanto, podemos decir que la entropia de la fuente es H(xz) =
H(X) = 1 bit/simbolo, siendo H(z) la entropia proporcionada por cada nueva
muestra z; anadida a la trayectoria, tal y como la defini6 Shannon (consultar el
Apéndice A). De todos modos, para evaluar la capacidad de nuestro modelo de
comunicacion, nuestro interés no esta concentrado en las trayectorias emitidas y
recibidas x e y, sino en los mensajes binarios emitidos y recibidos X e Y, donde la
informacion es realmente transportada. En este contexto, la capacidad eficaz C' de
este canal es

C = H(X) — Hy(X), (3.10)

donde Hy (X) es la entropfa condicionada de X dada Y. Para evaluar esta capacidad,
es esencial observar que para cada bit emitido b; de X, existe un bit recibido b; de
Y. Considerando este esquema, la probabilidad de error de bit es simplemente la
probabilidad de que b; y b; sean diferentes: pey, = p(b; # l;,) Como esta probabilidad
no depende del valor particular de b; y pg = p; = 0.5, este canal, se puede considerar
como binario simétrico y sin memoria. Asi, C' puede ser expresada como (consultar
el Apéndice B)

O =1 +perr logperr + (1 - perr) log (1 - perr)- (311)

En el contexto de la teoria de la informacion, esta capacidad eficaz C' a veces es
conocida como la informacién mutua I entre los mensajes recibidos y los mensajes
emitidos. Considerando nuestro esquema de codificacién, la informacién mutua
depende exclusivamente de la intensidad o2 de ruido y del proceso de decodificacién
en el receptor, que permite recuperar la secuencia Y de la trayectoria ruidosa recibida

Y.

3.2.3 Método de decodificacion simple

Existen multiples mecanismos para recuperar el mensaje binario Y a partir de la
trayectoria ruidosa y. Dependiendo del tipo de algoritmo de decodificacion que uti-
licemos, podemos conseguir resultados muy diferentes en términos de calidad del
sistema. El modo mas facil y natural de decodificar la informacion es simplemente
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observando los valores aislados de cada muestra y;. Decidimos que el simbolo reci-
bido b; es un 0 l6gico cuando y; < 0.5 y que b; = 1 cuando y; > 0.5. Este algoritmo
simple esta basado en el hecho de que, usando nuestro algoritmo de codificacion,
x; < 0.5 cuando b; =0 y z; > 0.5 cuando b; = 1. Esto puede ser entendido obser-
vando que el estado simbdlico 7; depende de b;27! y del resto de los bits siguientes
con exponentes inferiores a —1 (Ec.(3.5)). Entonces, podemos esperar que todos
los valores de y por encima del umbral 0.5 indiquen un 1 y los valores por debajo
indiquen un 0. Para calcular la capacidad del sistema con este mecanismo de re-
cepcién es necesario evaluar el valor de la probabilidad de error de bit p,,, como
una funcién de la intensidad de ruido. Para hacer esto, es esencial introducir un
concepto extensamente usado en comunicaciones: la relacién sefial a ruido (Signal
to Noise Ratio - SNR) (consultar el Apéndice B), que puede ser expresada como

Ergodic distribution for the Baker map
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Figura 3.5. Fsta imagen muestra la funcion de densidad de probabilidad
para el mapa de Baker perturbado B, considerando la perturbacion como un ruido
Gaussiano de media nula y varianza of = 107%. Como puede observarse, sigue
una distribucion uniforme limitada por a = 0 y b = 1. Las simulaciones han sido
realizadas sobre una secuencia de 10° muestras.

P
SNR = pot (3.12)
La potencia P de la senal puede ser evaluada si la tratamos como una variable
aleatoria. Como muestra la Fig. 3.5, el mapa de Baker B, tiene una funcion de
densidad de probabilidad f(z) bastante uniforme. Es conocido que la potencia de
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una variable aleatoria de media nula puede ser evaluada como su varianza o2. La
x que utilizamos como senal transmitida no tiene media nula. Sin embargo, desde
un punto de vista ingenieril seria mas légico utilizar x — T como senal transmitida,
porque la componente continua T no transporta ninguna informacion. Por este
motivo, la potencia eficaz de nuestra senal x puede ser considerada como su varianza.
Dado que esta es una variable uniforme, o2 = %, siendo a la posicién de la cota
inferior de la funcién de densidad de probabilidad y b la de la superior. En este caso
a=0yb=1, por tanto concluimos que

1
P=c¢?=—. 3.13

Como asumimos que la senal recibida esta normalizada, este resultado permite eva-
luar la SNR en todas las simulaciones que hemos realizado. Normalmente, pe,.

Simple decoding algorithm
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Figura 3.6. Probabilidad de error de bit pe., como funcion de SN Ryg. Las
simulaciones han sido realizadas sobre una secuencia de 108 bits usando el algoritmo
de decodificacion simple.

es representada como una funcién de la SN Ry como medida de la calidad de un
sistema de comunicacion digital. Representamos esta curva en la Fig. 3.6 para el
mecanismo de decodificacion simple propuesto previamente. Gracias a este resul-
tado, podemos evaluar la capacidad del modelo de comunicacién de la Ec.(3.11).
Esta capacidad se muestra en la Fig. 3.7 como una funcién de SN R;p. Es intere-
sante observar que C' tiende a cero para valores bajos de SN R, mientras que tiende
a 1 cuando SNR tiende a infinito. Esto es debido a la definiciéon de C' dada en
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Simple decoding algorithm
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Figura 3.7. Capacidad eficaz C' como una funcion de SN Ryp. Las simu-
laciones han sido realizadas sobre una secuencia de 10° bits usando el algoritmo de
decodificacion simple.

la Ec.(3.10), cuando SNR es baja, la intensidad de ruido o2 es alta y la entropia
Hy(X) se acerca al valor de H(X) haciendo que C' se aproxime a cero. Por otra
parte, cuando SNR — oo, Hy (X) — 0,y C' — 1 bit/simbolo, este comportamiento
general permanece para todo mecanismo de decodificaciéon posible.

3.2.4 Método de decodificacion cadtico de paso atras

Es importante comentar que el mecanismo de decodificacién simple presentado antes
ofrece una calidad de comunicacién baja. Incluso para valores elevados de la SNR
la calidad de comunicacién esta bastante degradada. Esto puede ser mejorado apro-
vechando que la senal x emitida estda muy cerca de la trayectoria cadtica del mapa
de Baker. Es conocido que dos trayectorias cadticas vecinas distantes € la una de la
otra, cuando son iteradas en el tiempo n veces, divergen de manera proporcional a la
exponencial ee*”, siendo \ el exponente de Lyapunov del mapa de Baker. Por tanto,
aplicando iteraciones hacia atras, dos trayectorias vecinas distantes 0 la una de la
otra, convergen de forma proporcional a la exponencial ee~*". Consiguientemen-
te, si iteramos hacia atras los puntos de la trayectoria ruidosa 3, podemos obtener
una trayectoria filtrada z con puntos mas cercanos a la trayectoria original x. La-
mentablemente, este proceso no es tan inmediato, porque el mapa de Baker no es
invertible y cada iteracion hacia atras tiene dos soluciones diferentes. Por lo tanto,
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Algoritmo hacia atras con b =1

w! = Yit1
! 2
e
Yit+1
N\ s
w; = 151 +1

Figura 3.8. La iteracion hacia atrds de un punto solo ofrece dos soluciones,
correspondientes a cada una de las partes lineares del mapa de Baker. Es necesario
seleccionar la solucion apropiada para reconstruir la trayectoria.

para b iteraciones hacia atras, 2° trayectorias son posibles. Consiguientemente, la
cuestién es identificar, entre todas estas trayectorias, aquella que esté mas cerca de
x. Dado que no conocemos = en recepcién, un método natural es el de escoger la
trayectoria hacia atras que esté méas cercana a la serie y recibida.

El mecanismo que seguiremos es el siguiente. (Queremos obtener la secuencia
filtrada z tras la aplicacion de b iteraciones hacia atras sobre y. Para b = 1, cada
muestra recibida y; 11 genera dos soluciones, obtenidas invirtiendo la correspondiente
seccién lineal del mapa de Baker (tal y como muestra la Fig. 3.8). Con esta infor-
macion, podemos calcular la distancia entre ambas soluciones y el punto ruidoso y;.
Entonces, el valor filtrado z; es asignado a la solucién w! mds cercana a y;. Para dos
iteraciones hacia atras, b = 2, el punto ruidoso y;, 5 genera cuatro trayectorias dife-
rentes (observe la Fig. 3.9). Calculamos la distancia entre estas cuatro trayectorias,
wf, wf (7 €{1,2,3,4}, k € {1,2}), y los puntos con ruido y;, y;11 respectivamente.
El valor de z;, en este caso es evaluado como la iteracion wzj que pertenezca a la
trayectoria que reduzca al minimo esta distancia. En el caso general de b iteraciones
hacia atrés, el punto y;,, genera 2° soluciones. En esta situacién, z; toma el valor de
w! (j € {1...2"}) que pertenezca a la trayectoria que reduzca al minimo su distancia
con las muestras ruidosas y;, ..., Yitp—1-

La trayectoria filtrada z presenta un ruido eficaz que se encuentra bajo el verda-
dero ruido del canal. Esto significa que, como puede ser observado en la Fig. 3.10, la
distancia media entre la trayectoria cadtica x y la trayectoria filtrada z, definida co-
mo 02 = = 371 (2; — )%, esta siempre bajo el ruido real del canal o2, A medida
que el nimero de iteraciones b aumenta, el ruido efectivo disminuye con respecto al
ruido del canal. Sin embargo, esta disminucién no es tan grande como cabria esperar
a través del exponente de Lyapunov ee™*". Esto es debido a la carencia de infor-
maciéon que tenemos sobre cual es la verdadera trayectoria hacia atras asociada a la
serie y. El problema, que se produce con una cierta probabilidad, es la introduccién
de errores en la prediccion, lo que se traduce en unas trayectorias incorrectas que
amplifican el ruido eficaz. Los efectos de este fendmeno pueden ser observados en
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Algoritmo hacia atras con b = 2
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Figura 3.9. Dos iteraciones hacia atras de una muestra recibida, generan
cuatro posibles soluciones. El punto filtrado z; es estimado comparando cada una de
las soluciones con la secuencia y; recibida.

la Fig. 3.11, donde se representa una muestra de la senal emitida x y de su corres-
pondiente secuencia filtrada z. El método de decodificacién dindmico estd basado
en la utilizacion de la trayectoria filtrada z para determinar el mensaje Y recibido,
en vez de usar la trayectoria ruidosa y. Por tanto, diremos que el bit recibido b; es
un 0 légico cuando z; < 0.5 y que lA)Z =1 cuando z; > 0.5. Aunque esta técnica no
elimina completamente la presencia de errores, mejora considerablemente la calidad
de las comunicaciones. Como se muestra en la Fig. 3.12, la probabilidad de error
de bit p,,.. disminuye considerablemente cuando el proceso de filtrado dindmico es
aplicado.

Esta mejora de funcionamiento se aprecia mas claramente estudiando su efecto
sobre la capacidad C' del sistema. Como se representa en la Fig. 3.13, cuando el
algoritmo de filtrado dindmico es aplicado, C' aumenta con el nimero de iteraciones
hacia atras b. Como puede apreciarse, esta técnica proporciona el efecto deseado de
aproximarse al limite de Shannon Cy para valores intermedios del parametro SN R.

3.2.5 Método caédtico predictivo

Frente a las variables aleatorias, cuyas muestras forman ondas independientes, las
cadticas son fuertemente dependientes. A causa de esto, una sola muestra contiene
informacion sobre toda la trayectoria. Esta propiedad ya ha sido propuesta en la
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Figura 3.10. FEl efecto del filtrado dindmico cadtico debe ser el de disminuir
la cantidad de ruido sobre la trayectoria. Por esta razdn, el ruido eficaz o2 de la
trayectoria filtrada z estd siempre bajo el ruido real de canal o* que transporta la
serial y. Las simulaciones han sido realizadas sobre una secuencia de 10° muestras.

literatura [36] como un mecanismo natural para minimizar problemas de desvane-
cimiento en la transmisién, permitiendo la recuperacion de la informacién omitida
gracias a partes pasadas o futuras de la senal recibida. Lo que proponemos ahora es
utilizar esta propiedad para establecer un proceso de comunicacién que transmita
solo una fraccion de la trayectoria cadtica. Con este objetivo, eliminamos g puntos
de cada g+ 1 puntos de la secuencia dindmica. Por ejemplo, si g = 1, s6lo transmiti-
mos las muestras x, x3, r5... Para un hueco de longitud ¢, la senal transmitida toma
la forma x;, Tiyg11, Tiza(g41)-.. La trayectoria hacia atrds es calculada considerando
los puntos recibidos v, ¥itg+1, Yi+2(g+1)--- A partir de estos puntos, calculamos una
trayectoria filtrada z;, 2i1g41, 2i4+2(g+1).-- aplicando b = g + 1 iteraciones hacia atrds
sobre la senal recibida y. Después de esto, es posible reconstruir la trayectoria com-
pleta aplicando g iteraciones hacia delante sobre cada uno de los valores de z. Como
puede observarse en la Fig. 3.14, para ¢ = 1, una de cada 2 muestras es transmitida.
En recepcién, obtenemos una trayectoria filtrada z realizando dos iteraciones hacia
atrdas sobre la serie y. Después de esto, los huecos pueden ser eliminados prediciendo
sus valores gracias una iteracion hacia delante de B sobre cada una de las muestras
de z

Usando este esquema, en el que necesariamente b = g+ 1, el niimero de muestras
para cada reconstruccién es siempre dos (para z;, y; € Yirg1). Ademds, el valor
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Figura 3.11. La imagen muestra una realizacion del método de decodifi-
cacion propuesto sobre una trayectoria codificada con un esquema cadtico. Como
puede observarse, la trayectoria filtrada z (estrellas), esté mucho mds prézima a la
trayectoria verdadera emitida x (circulos) que la trayectoria recibida ruidosa y (pun-
tos) en todos los puntos en los cuales la trayectoria hacia atrds ha sido recuperada
correctamente. Sin embargo, también puede haber errores, como el mostrado en el
centro de la imagen, que anade una gran cantidad de ruido eficaz a la forma de onda
filtrada.

de los huecos predichos depende exclusivamente de los puntos recuperados por el
filtrado dindmico. A causa de esto, un unico error sobre la trayectoria filtrada
puede producir un burst de errores de longitud ¢ al predecir erréneamente la forma
de onda cadtica original. Esto tiene un efecto negativo sobre la probabilidad de error
de bit p.,., que se ve considerablemente deteriorada cuando el valor de g crece, tal
y como se muestra en la Fig. 3.15.

Emplear un esquema de prediccion degrada pe,., pero también permite mejorar
la capacidad de comunicacion, haciendo que el sistema se aproxime mas al limite de
Shannon para ciertos valores de la SN R. Esto es debido a que, aunque aumente la
probabilidad de error, es necesario transmitir menos muestras para recibir la misma,
cantidad de bits. De hecho, es facil demostrar que cada muestra emitida transporta,
exactamente g + 1 bits, sencillamente porque cada muestra permite recuperar su
propio valor recibido més los siguientes ¢ bits de su hueco asociado, tal y como
explicamos antes. Por tanto, es normal que la capacidad eficaz C' del canal ya no
respete la Ec.(3.11) porque, en esta expresién, usamos una muestra para codificar
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Figura 3.12. La probabilidad de error de bit per para la decodificacion simple
(linea sdlida), y para filtrado dindmico cadtico. Como puede observarse, cuando el
numero de iteraciones b aumenta, la calidad del sistema mejora. FEsto es debido
a que en una forma de onda cadtica, cada punto tiene informacion sobre toda la
trayectoria. Cuanto mds elevado sea el nimero de muestras pasadas, mayor serd el
conocimiento que tengamos sobre cada simbolo transmitido. Las simulaciones han
sido realizadas sobre una secuencia de 10° bits.

cada bit, mientras que con el esquema predictivo, enviamos una muestra por cada
g+ 1 bits. Puede ser demostrado que para un ¢ dado, la nueva capacidad eficaz del
canal, que podemos llamar C}, es

Cy=C = (g+1)Ch, (3.14)

donde Cj es la capacidad eficaz del canal binario sin memoria dado en la Ec.(3.11).
En esta situacion, como muestra la Fig. 3.16, la capacidad predictiva C; aumenta
con g, lo que significa que la eficiencia del sistema de comunicaciéon mejora. Como
puede observarse en esta figura, para algunos valores particulares de la SNR, C, se
aproxima al valor del limite de Shannon.

El hecho de que podamos aumentar la capacidad del sistema anadiendo huecos
sobre la trayectoria es una conclusién muy interesante. Para entender en profundi-
dad las consecuencias de esta propiedad, es importante anadir algunos comentarios.
Primero, observar que, si la frecuencia de muestreo es f;, entonces la capacidad
maxima del sistema, expresada en bits/s, serad

C=(g+1)fs, (3.15)
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Figura 3.13. Capacidad del sistema de comunicacion. La linea sélida co-
rresponde al mecanismo de decodificacion simple. La linea de puntos indica el limite
de Shannon, que es la capacidad mdxima para cualquier decodificacion posible. Puede
ser observado que el método de filtrado dindmico cadtico permite al sistema acercar-
se al limite de Shannon para valores intermedios de la SNR. Las simulaciones han
sido realizadas sobre una secuencia de 108 bits.

valor que es alcanzado cuando SNR — oco. En esta situacién, dado que es posible
tener ¢ tan grande como queramos, deberia ser posible también que el sistema
alcance una capacidad infinita. Aunque esto no contradice el limite de Shannon C,
es un escenario que no corresponde con la realidad. El valor de g no puede ser tan
grande como deseemos porque esta limitado por el tamano de la perturbacion de
control n aplicada en el proceso de decodificacién que usamos en el mapa de Baker
modificado B,. Esto obliga a que la longitud de los huecos esté acotada, porque
una pequena desviacion anadida por la perturbacion de control es amplificada en
un factor de e* en cada iteracion.

3.3 Codificacién cadtica continua

La primera parada en nuestro viaje por la comunicacién cadtica ha estado dedicada
al tipo mas simple de sistema que presenta esta propiedad: los mapas discretos. La
evolucion natural es la de considerar ahora a sus companeros continuos: los sistemas
caoticos basados en ecuaciones diferenciales no lineales. Los sistemas cadticos con-
tinuos son intrinsecamente mas complejos que los mapas discretos. Mientras estos
ultimos pueden ser descritos a través de una expresion recurrente unidimensional,
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Figura 3.14. Proceso de decodificacion predictiva para g = 1. Como puede
observarse, de cada g+1 puntos de la onda cadtica, g son retirados antes de la trans-
mision. En recepcion, calculamos la trayectoria filtrada z;, zi19, Zit14..., @ partir de
la secuencia recibida vy;, Yir2, Yira..- Después de esto, el resto de la trayectoria puede
ser reconstruido aplicando iteraciones hacia delante sobre las muestras apropiadas.

los primeros solo puede existir en un espacio de estados de al menos tres dimen-
siones. Por tanto, el sistema continuo cadtico mas simple que podemos encontrar
debe incluir, al menos, tres ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales e
independientes.

Los trabajos més recientes en el &mbito de las comunicaciones cadticas estan aso-
ciados a sistemas continuos, y han proporcionado una gran variedad de aplicaciones
practicas potenciales. Entre otras, la sincronizacién receptor - transmisor [28, 29],
el enmascaramiento de senales y la recuperacién [33],[37], el cifrado [38], la recons-
truccién de informacién [36], algoritmos que permiten ajustar un mensaje arbitrario
digital a la dindmica simbdlica de un sistema caético [30, 36, 39], etc. Algunas otras
contribuciones muestran que es posible dirigir la evolucion de una senal cadtica apli-
cando pequenas perturbaciones sobre las variables del sistema. Este rasgo permite
generar formas de onda cadticas, cuya representacion simbélica corresponde a un
mensaje deseado. Esta aproximacién basada en control ya ha proporcionado nue-
vas soluciones para algunos problemas cldsicos en comunicaciones digitales, como el
diseno de sistemas de transmisién robustos en presencia de ruido impulsivo [36].

En relacion con estos trabajos, en esta seccion abundaremos sobre la técnica de
control descrita en [36] y haremos un primer esfuerzo para investigar sus posibles
aplicaciones dentro del ambito de la codificacién de canal. La codificacién de canal
es un proceso que ocurre en todos los sistemas digitales de telecomunicacion, y
consiste en introducir deliberadamente redundancia en la senal transmitida, pero
de un modo que permita al receptor detectar y, a veces, corregir errores causados
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Figura 3.15. Probabilidad de error de bit pe., para un método cadtico pre-
dictivo con longitudes de hueco g diferentes. Como puede observarse, pe., empeora
cuando g crece. FEsto es debido a que cada muestra es predicha usando cada vez
menos informacion. Las simulaciones han sido realizadas para una secuencia de

108 bits.

por el ruido del canal o la distorsiéon. Aunque se le ha prestado relativamente poca
atencion a este tema desde el punto de vista de la dinamica cadtica, una contribucion
notable es el trabajo de Baptista [40], donde se propone un esquema de comunicacién
completo, totalmente basado en teoria del caos, incluyendo la puesta en practica de
un codificador dindmico de canal. También es notable el esfuerzo de Chen y Wornell
[41], donde se muestran resultados interesantes sobre el disefio de cédigos de canal
basados en sistemas cadticos de tiempo discreto, asi como su conexion a métodos de
codificacién convencionales.

Con este trabajo, presentamos un acercamiento diferente. Explotamos la redun-
dancia natural de una senal cadtica en tiempo continuo introduciendo un mensaje
deseado dentro de su dinamica simbdlica. Con estas ideas, se propone un novedo-
so codigo de linea con capacidad de correccion de errores, cuyo funcionamiento es
ilustrado a través de simulaciones computacionales. Finalmente, desarrollamos una
técnica que permite la puesta en practica de ese cédigo sobre cualquier sistema de
comunicacion convencional digital como Internet o la red GSM.
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Figura 3.16. Capacidad del mecanismo de decodificacion cadtico predictivo
para valores diferentes de g. Como puede observarse, para baja SNR y alto g los
valores, la capacidad de canal C' mejoran en su acercamiento a al limite de Shannon.
En el limite SNR — oo, Cy va a1, Cy — 2, Cy — 3 ypara g =3, C3 — 4 tal y
como indica la Ec.(3.14). Las simulaciones han sido realizadas para una secuencia
de 105 bits.

3.3.1 Controlando el oscilador de Lorenz

Es conocido [36] que pequenas perturbaciones aplicadas sobre la trayectoria de un
attractor cadtico continuo pueden ser usadas para hacer que la forma de onda de
salida transporte una secuencia simbodlica deseada que represente un mensaje. El
sistema de Lorenz,

&= —0o(x—y)
y=Rr—y—uzz (3.16)
2= —bz+ xy,

proporciona un marco apropiado para investigar la idea de controlar la dindmica de
un attractor caético con pequenas perturbaciones. Es importante recordar que, para
los valores estandar de los parametros: 0 = 10, R =28,y b = %, la coordenada de
estado (z(t), y(t), 2(t)) evoluciona siguiendo un attractor cadtico de dos l6bulos con-
tenido en un espacio de fases tridimensional. Este conjunto estandar de parametros
lo vamos a usar para todas las discusiones y simulaciones sobre este sistema en esta
seccion.

Para establecer una conexion entre la dindmica del atractor de Lorenz y el mar-
co de los sistemas de telecomunicacion, es necesario introducir una representacion
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Figura 3.17. Esta figura muestra la proyeccion en el plano cartesiano x — z
del atractor cadtico de Lorenz bajo pardmetros estandar (0 =10, R=28 y b = %)
Las superﬁcies representadas corr‘esponden a dos secciones de Poincaré definidas
pory = +y/b(R—1) yx > +/b(R — 1), para el semiplano de la derecha, y por
y = —y/b(R - 1) yr < —/(R- 1) para el de la izquierda. Estas superficies
representan respectivamente los simbolos A y B.

simbolica de la informacién que esté asociada al atractor. Para hacerlo, vamos a
proceder de un modo similar al seguido en [35]. Definimos un par de superficies
de Poincaré que cortan al atractor dadas por los dos semiplanos definidos por las
condiciones siguientes

{Pl: y=+Vb(R-1) y v>+/b(R-1) (3.17)

Py: y=—bR-1) y x<—4/b(R—-1).

Obsérvese que, como esta representado en la Fig. 3.17, cada una de las secciones
definidas esta localizada sobre un lobulo diferente del atractor. En esta situacién,
cuando la coordenada de estado cruza la superficie y = —\/b(R — 1), decimos que
un simbolo A ha sido generado. Por otra parte, cuando se atraviesa la seccién y =
++/b(R — 1), se dice un simbolo B ha sido generado. Asi, podemos establecer una
relacion directa entre la evoluciéon en el tiempo del sistema y la secuencia simbdlica
resultado de cruces sucesivos. La evolucién de esta secuencia en el tiempo es lo
que por lo general se denomina la dindmica simbolica del sistema. Es importante
observar que, con este esquema, el espacio simbodlico de este sistema es binario
(porque hay sé6lo dos simbolos), por lo que puede ser adaptado de manera sencilla a
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los requerimientos de las comunicaciones binarias digitales.
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Figura 3.18. La evolucion temporal de la variable x(t) es suficiente para
determinar la secuencia simbdlica generada por el attractor. Un mdzimo local de
esta variable que se encuentre en valores x(t) > 0 corresponde necesariamente a un
cruce con la seccion de Poincaré Py y, por tanto, con la generacion de un simbolo
B. Por otra parte, un minimo local x(t) < 0 siempre viene asociado con un cruce
con la superficie Py y, consiguientemente, con la generacion de un simbolo A.

Considerando que el sistema es determinista, puede demostrarse que existe una
correspondencia entre el punto en el que la coordenada estatal cruza cada una de
las superficies y la secuencia de simbolos futura, si, ss, ..., generada a partir de este.
Obsérvese que s; indica el cruce actual, mientras que s, corresponde a la superficie
que esta siendo cruzada n — 1 oscilaciones mas tarde. Es esencial entender que la
secuencia simbdlica representada por el atractor puede ser recuperada simplemente
observando la senal z(t). Un ejemplo ilustrativo puede ser observado en la Fig. 3.18,
donde el atractor evoluciona libremente y los simbolos A y B aparecen de un modo
arbitrario como una secuencia de picos positivos y negativos.

Hay muchas técnicas de control diferentes que permiten la codificacién de infor-
macion sobre la dindmica simbdlica generada por los cruces con las superficies de
Poincaré presentadas antes. Con este trabajo, escogemos la propuesta en [36], que
tiene la ventaja de aplicar las perturbaciones sobre una sola variable de sistema, z,
en vez de usar la coordenada estatal completa. Esto permite una puesta en practica
mucho mas simple del esquema de control. Es importante comentar que, en este
contexto, control significa la capacidad de dirigir el sistema de modo que genere una
secuencia de simbolos deseada, en vez de una arbitraria. Esto es equivalente a la
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posibilidad de codificar la informacion sobre la dinamica simbdlica del sistema, dado
que cualquier secuencia que represente cualquier mensaje posible es susceptible de
ser insertada en la trayectoria cadtica.

Antes de que podamos describir en detalle el proceso de codificaciéon simbdlica,
es necesario fijar algunas ideas que son esenciales para su operacion. Ante todo, tal
y como hicimos con el esquema de codificacion discreto propuesto en las secciones
precedentes, desde un punto de vista practico, consideramos que la coordenada es-
tatal en un cruce sélo codifica una secuencia simbdlica de longitud finita si, ..., s,
en vez de una infinita. Consiguientemente, dado un mensaje arbitrariamente largo,
la codificacion debe ser realizada emitiendo la secuencia apropiada de coordenadas
estatales que conducen al ese mensaje. Entonces, es imperativo saber aplicar las per-
turbaciones para conducir la trayectoria hacia los puntos apropiados. Para realizar
esta operacion, es necesario un proceso de aprendizaje. El proceso de aprendizaje
estd caracterizado principalmente por el tamano, n, de la secuencia. Para realizarlo,
permitimos que el sistema evolucione libremente durante un periodo largo de tiempo
y observamos los valores que la variable z(t) toma en los cruces con las superficies
de Poincaré en los n cortes siguientes. De este modo, podemos asociar un conjunto
de valores de z con cada uno de los 2" simbolos posibles. Una propiedad interesante
del sistema de Lorenz, que explica por qué es tan frecuentemente utilizado como
codificador de la informacion, es que todos los valores de z que conducen a una
secuencia simboélica particular forman un intervalo conexo. Por lo general, a cada
uno de estos 2" intervalos posibles se les denomina un bin en la literatura. Una vez
que hemos identificado todos los bins, es posible determinar un representante z,,cqn
asociado a cada uno de ellos simplemente calculando el valor medio de todos los z
que pertenezcan a ese intervalo. Por tanto, el z,,.., asociado a cada bin determina
completamente la secuencia de los préximos n simbolos. En este contexto, pode-
mos recuperar el concepto del estado simbdlico de un sistema cadtico, como hicimos
cuando tratamos con mapas cadticos discretos. Recuerde que el estado simbdlico
de un sistema binario estd definido como un nimero real [35], r, que depende del
estado inicial (en este caso z). Su expresion es

r= Zf(sz-)ri, (3.18)

donde f(A) =0y f(B) = 1. Cuando esta asociacién estd determinada para todos
los bins, tenemos una funcién r(2mean) que relaciona cada secuencia simbdélica con
el valor apropiado de zpe., que la genera. Con esta informacién, el proceso de
aprendizaje puede darse por concluido, porque gracias a ella es posible calcular el
valor apropiado de la perturbacién que genera cada secuencia simbolica deseada.
Es interesante recordar que el inverso de r(Zmean) €s 1o que llamamos la funcion de
codificacion de la forma de onda simbdlica cuando trabajabamos con mapas cadticos
discretos en la seccion precedente. Esta funcion, que puede ser representada como
Zmean () €s la que realmente permite realizar la codificacion.

Como el proceso de aprendizaje depende fundamentalmente de la longitud n de
la secuencia simbdlica, es interesante estudiar como este parametro afecta a z,eqn (7).
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Figura 3.19. La imagen representa la funcion de codificacion de la forma de
onda simbolica Zmean () para tres valores diferentes de la longitud n de la secuencia
de simbolo: n =8 en la figura (a), n=">5 enla (b) yn =3 enla (c). Como puede
observarse, la distancia entre valores vecinos de Zmean disminuye exponencialmente
con n. La simetria de la funcion indica que secuencias de bit complementarias
pueden ser generadas por el mismo valor de Zmean. FEsta propiedad es fundamental
para el mecanismo diferencial de codificacion que proponemos.

La evolucion de esta funcién con n es representada en la Fig. 3.19 para tres valores
diferentes de la longitud de la secuencia simbdlica. Como puede ser observado, el
tamano de los bins aumenta considerablemente cuando n disminuye. Esto tiene el
efecto de producir saltos grandes entre valores de z,cqn vecinos, lo que se traduce
en la necesidad de introducir perturbaciones mayores. Otro rasgo importante de
esa figura es que las secuencias simbdlicas que comienzan con el mismo simbolo son
asociadas a valores estrictamente diferentes de z,,.q,,. Esta tltima propiedad es la que
realmente permite la codificacion de informacién sobre este atractor. Finalmente,
es importante observar que el tamano medio de los bins, que llamamos S(n), decae
exponencialmente con n [36]

S(n)=36-2"", (3.19)

expresion que es valida para el atractor de Lorenz con el conjunto de valores estandar
introducidos antes.

Una vez que conocemos todos los detalles sobre el proceso de aprendizaje, pode-
mos explicar el método de control, que permite la codificaciéon de informacién. En
principio, queremos que la forma de onda caética x(t) represente un mensaje binario,
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que podria ser por ejemplo, M = 0011101011001100100011.... El modo mas simple
de establecer una codificacion es definiendo una correspondencia entre los simbolos
A, B y los digitos binarios 0, 1, identificando, por ejemplo, el simbolo A con el bit 0
y B con 1. Pero usando este principio, encontramos un problema importante. Como
el mensaje comienza con un 0 16gico, es obligatorio que el atractor comience sobre la
seccién de Poincaré apropiada (z(t) debe estar en un minimo local). Por tanto, esta
correspondencia simple no constituye un mecanismo apropiado, porque no podemos
garantizar el estado del attractor en el instante inicial. Un acercamiento mas inteli-
gente es el de usar una estrategia de codificacion diferencial, en la que cualquiera de
los bits esta asociado con una transiciéon entre dos cruces. De este modo, podemos
decir que un 0 l6gico viene representado por un cambio en estado simboélico sobre dos
cruces consecutivos (AB o BA), mientras el bit 1 es identificado por la repeticién
del mismo simbolo (AA o BB). De ahi, el mensaje M puede ser representado por la
secuencia simbolica ABAAAABBAAABBABBBAAAABB..., que comienza con
el simbolo A; o bien por BABBBBAABBBAABAAABBBBAA..., que comien-
za con B. Por tanto, eliminamos los problemas con el estado inicial del sistema.
Ademas, esta codificacién diferencial es 1util para evitar los problemas relacionados
con la simetria de la funcién de codificacién de la forma de onda simbélica, zy,eqn (7)-
Como puede ser observado en la Fig. 3.19, cada valor de zp,.q., estda asociado con
dos secuencias simbélicas diferentes, y no podemos saber a priori cual es la que
sera emitida por el atractor. Sin embargo, como las dos secuencias simbdlicas son
complementarias, ambas codifican diferencialmente la misma secuencia de simbolos.
Aunque esta técnica de codificacién diferencial puede parecer demasiado artificial,
es usada comunmente en muchos sistemas de telecomunicacion y puede facilmente
ser encontrada en la literatura técnica [6].

En cada cruce, el codificador introduce una pequena perturbacion en la variable
z(t). Esta perturbacién lleva a la trayectoria a generar la secuencia de n simbolos
deseada. Gracias a este mecanismo, la secuencia (sy, ..., s,) contiene n — 1 simbolos
(81, .-y Sn_1), que estan predeterminados porque son los simbolos que el sistema
habria generado sin perturbacién alguna. Ademads, la secuencia contiene un simbolo
(sn) suplementario, que es el que realmente determina el valor apropiado de zyean
y, por tanto, el de la perturbacién necesaria para generarlo. Obsérvese que cuanto
mayor es el valor de n, mas pequenas seran las perturbaciones aplicadas y mas
parecida sera la evolucion del atractor a la de un sistema libre.

Desde un punto de vista practico, cada perturbacién es escogida para mover
la coordenada z al punto central del bin correspondiente a la secuencia de n bits
deseada (el valor de zeqn). Un procedimiento alternativo, de hecho el més riguroso,
es el de mover la coordenada z al punto del bin que produzca la probabilidad mas
alta de generar la secuencia. Sin embargo, esto haria que el sistema fuese mucho
mas complejo. Considerando que nuestras simulaciones numéricas muestran que
tomar el punto central es una aproximacion bastante buena, escogemos esta solucién
para el resto de este trabajo. En realidad, puede demostrase que tomar un valor
cualquiera dentro del bin también seria una opcion satisfactoria, sobre todo para la
codificacién a corto plazo (valores bajos de n). La razén es que, segin la expresién
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S(n) = 36-27", tenemos bins mds grandes para n pequefio, lo que implica que hay
una gama mas amplia de valores de z que pueden producir la evolucion deseada del
sistema cadtico.

3.3.2 Un cédigo de canal con correccion de errores

Una vez que el mensaje deseado ha sido codificado en la forma de onda cadtica z(t),
la operacion mas sencilla para establecer una comunicacién consiste en la transmision
de esta senal cadtica x(t) a través de un canal apropiado. En el receptor, el mensaje
podria ser decodificado simplemente observando la secuencia de picos positivos y
negativos en x(t), que puede haber sido alterada por el ruido térmico o por otras
fuentes de distorsion. Esta clase de acercamiento ya ha sido usada en la literatura
[36], donde se proponen métodos de reconstruccién de la senial en presencia de ruido
impulsivo.

Aqui, exploramos una metodologia diferente que consiste en hacer que la senal
z(t) no sea transmitida en si misma. En su lugar, proponemos una solucién inno-
vadora e interesante que consiste en la utilizacién de un sistema de comunicacion
convencional que actie como portador de la informacién. Gracias a este portador,
podemos transmitir una representacién numeérica de la forma de onda, permitiendo
que nuestra codificacion cadtica pueda tener lugar. En esta direcciéon, usamos el
Lorenz para crear una representacion redundante del mensaje que debe ser trans-
mitido. Esta redundancia permite que el receptor detecte y corrija algunos errores
de transmision causados por el ruido del canal y otras fuentes de distorsion.

Debido al procedimiento de control que ha sido descrito para codificar el men-
saje en la forma de onda cadtica z(t), estd claro que, una vez que conocemos las
condiciones iniciales del sistema de Lorenz, x(0), y(0), 2(0), con un grado suficiente
de exactitud, toda la informacion relevante sobre la trayectoria esta contenida en los
valores de las perturbaciones aplicadas sobre la variable z en cada cruce. Asi, una
solucién inteligente para establecer la comunicacion es la de enviar solamente estas
perturbaciones. Ademds, podemos simplificar mds el mecanismo usando el esquema
representado en la Fig. 3.20, donde la informacién enviada por el canal consiste sélo
en una representacién simbolica de la secuencia de valores z,cqn, que conducen al
sistema a la trayectoria pertinente.

Una vez que el método de transmisiéon ha sido clarificado, somos capaces de
entender los detalles de todo el proceso de comunicacién, que ocurre siguiendo la
secuencia descrita a continuacion.

e el mensaje M = by, bs..., bg..., es convertido en una secuencia de valores Z =
Zmean (0), Zmean (1)+++; Zmean (k)... usando la funcién de codificacién de la forma
de onda simbélica zyeqn(r) v el mecanismo diferencial de codificacién.

e Un convertidor analégico - digital transforma esta secuencia de valores en un
conjunto de palabras digitales simbdlicas wy, ws..., wg... Obsérvese que asumi-
mos que el sistema remoto siempre conoce la condicion inicial del sistema.
Asi, el valor de 2Zpeqn (0) no tiene por qué ser transmitido. Cada una de estas
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Figura 3.20. Esta figura representa el esquema de comunicacion propuesto
para nuestro sistema de codificacion cadtico. Los bits de informacion by son traduci-
dos en una serie de valores Zmean (k) a través de la funcion de codificacion de la forma
de onda simbolica. Entonces, estos valores son muestreados y transmitidos a través
de un sistema de comunicacion convencional digital en forma de palabras binarias.
En recepcion, estas son convertidas nuevamente a su representacion numérica, que
es finalmente inyectada sobre un oscilador de Lorenz local, del cual se puede recupe-
rar la informacion recibida b.

palabras digitales es una senal en formato digital que puede ser facilmente en-
viada a través de un sistema de comunicacién convencional digital como, por
ejemplo, Internet. Consiguientemente, la transmisién puede ocurrir usando
métodos clasicos.

e En recepcion, un receptor digital recupera las palabras digitales que deno-
minamos sy, Ws..., Wy... Estos datos recibidos pueden contener errores debido
al ruido de canal y a la distorsiéon. Por tanto, wy podria ser diferente de su
correspondiente emitido, wy,.

e Un convertidor digital - analégico transforma las palabras recibidas en una
secuencia Z = Zyean(0), Zmean(1) ..y Zmean (k)..., donde Zpean (k) = Zmean (k) sty
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solo si, Wy = wy.

e La secuencia Z es entonces utilizada para reconstruir la evolucién temporal de
la variable x(t) de un sistema de Lorenz perturbado que usa el algoritmo de
control descrito previamente. Si ningin error ocurrié durante la transmision
de las palabras digitales, el mensaje recuperado, M = 131, lA)z..., by.... coincidird
con el original M = by, b,..., by...

El modelo de comunicacién que proponemos puede ser visto como un mecanismo
que divide el algoritmo de control en dos partes: en el transmisor, tomamos el men-
saje y calculamos las perturbaciones (en realidad el valor de z,,cqn(k)) que debe ser
aplicado sobre el sistema de Lorenz. A continuacién, esta informacién es transmitida
al receptor de manera convencional. En el receptor, aplicamos las perturbaciones a
un oscilador local de Lorenz estandar y recuperamos la informacion observando la
evolucién temporal de la variable x(t).

3.3.3 Proteccion frente a errores

La recuperacion del mensaje de manera apropiada en un receptor que utilice el
esquema descrito previamente, depende de si hay errores o no en la transmision
convencional digital. En este caso, la pregunta obvia es ;por qué es este esquema
mejor que uno que consista simplemente en la transmision de los bits de informacién
M = by, by... de manera convencional?. La respuesta es que la forma de transmision
propuesta proporciona proteccién contra errores de transmision del propio sistema
convencional. Observe que los valores zpeqn (k) son sumamente redundantes. Asi,
a partir de cualquier z,,.., correctamente recibido, el sistema puede predecir los
siguientes n — 1 simbolos.

Como Zpmean (k) es el valor central del bin asociado a la secuencia de n simbolos
bi..., br1n, en recepciéon, es posible recuperar la informacién del bit b, incluso si
hay un error y Z,ean(k) # Zmean (k). Esto es debido a que el simbolo by también
es codificado en los n — 1 valores precedentes de z,cq.,. Cuando hay multiples
errores en la transmisién, la posibilidad de recuperar correctamente la informacion
disminuye, pero en cualquier caso, cuando la probabilidad de error de bit del sistema
de comunicacién convencional es pequena, la capacidad de reponerse frente a errores
aumenta.

Podemos clarificar este punto con un ejemplo simple. Considere un sistema con
una codificacién de 5 simbolos y asuma que el valor actual de z,eqn (k) pertenece, por
ejemplo, al bin niimero 3, que estd asociado a la secuencia simbdlica 00010. El primer
simbolo, 0, representa el cruce actual situado en la posicion k. El segundo simbolo 0
representa el siguiente cruce (k+1); que, después de la codificacién diferencial, debe
tener lugar en la seccién de Poincaré opuesta (0 es codificado como AB o BA). El
cruce k 4+ 3 deberia codificar un 1 permaneciendo en la misma seccién de Poincaré
que el precedente, etc. Transmitiendo la secuencia simbélica 00010 correspondiente
al valor actual de z, un solo error en la recepciéon podria conducir, con una cierta
probabilidad, a un Z,,cq, (k) que esté situado en el bin niimero 2 o en el 4, que estarian
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asociados con las secuencias 00001 y 00011 respectivamente. En ambos casos, dado
que ambos ofrecen el mismo valor para el bit actual, el error de transmision seria
evitado.

3.3.4 Puesta en practica

Para clarificar el funcionamiento del receptor, vamos a desarrollar un ejemplo com-
pleto para un esquema de control de 3 simbolos. Este, podria ser puesto en practica
en software y/o en hardware para hacer que dos ordenadores se comuniquen a través
de un sistema de comunicaciéon convencional como, por ejemplo, Internet, protegien-
do las muestras de informacién gracias a nuestra codificaciéon cadtica. En el trans-
misor, hay un oscilador de Lorenz local con parametros estdndar que es controlado
usando nuestro procedimiento basado en la codificacién diferencial. Después de un
cruce k (con k =0,1,2,3...), el valor correspondiente z,cq, (k) es convertido en una
palabra binaria wyg, que es transmitida digitalmente. Para ilustrar el método, pro-
ponemos un algoritmo mas sofisticado que anade un bit de paridad a wy. Por tanto,
la nueva palabra que debe ser transmitida estd compuesta de wy y pr. El objetivo
de este bit de paridad es permitir una detecciéon sencilla de errores de transmision
simples, que son los mas probables.

En esta situacion, cuando no se detecta ningin error, la palabra obtenida en el
receptor es convertida a su forma original, es decir, a su correspondiente valor de
Zmean- Este es usado para controlar un oscilador de Lorenz local. Por otro lado,
cuando se detecta un error, el valor de Z,,c., (k) es desechado y ninguna perturba-
cion es aplicada en el cruce k. En este caso, el atractor sigue su propia dinamica
intrinseca, permitiendo que la redundancia del sistema recupere esta ausencia. Ob-
serve que con este esquema, la perturbacién anterior fija los dos simbolos siguientes.
Por tanto, en realidad no perdemos informacion a no ser que dos perturbaciones
sucesivas estén ausentes. Considerando esto, podemos entender por qué el sistema
propuesto tiene capacidad para corregir errores simples.

El funcionamiento de un sistema que utilice el cédigo de canal descrito ha sido
representado en la Fig. 3.21. En ella, la Tasa de Error de Bit codificado (BER) re-
presenta las prestaciones del sistema propuesto para n = 3, mientras que el Uncoded-
VER indica es la probabilidad de error de bit natural del canal digital convencional.
Los puntos codificados de manera caotica, localizados bajo la diagonal principal,
indican una reduccion en la probabilidad de error, que es equivalente a una mejora
de calidad del sistema de comunicacién.

3.4 Conclusiones

En este capitulo, hemos mostrado que existe una relacién estrecha entre la dindmica
caotica y la informacion, tanto en los mapas discretos como en los sistemas continuos.
Esta relacién ha sido utilizada para definir dos modelos de comunicaciéon que han
sido analizados en profundidad. Ambos modelos estian, de algiin modo, basados
en el concepto de control de caos y, para ambos, proponemos una metodologia que
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Figura 3.21. Fsta figura representa la Tasa de Error de Bit codificada
(BER) como una funcion de la probabilidad de error de bit natural (Uncoded-BER)
del sistema de comunicacion convencional usado para la transmision. La codificacion
esta basada en una secuencia de control de 3 simbolos. Como puede observarse,
la redundancia inherente del attractor cadtico mejora la calidad de comunicacion
constderablemente, reduciendo la probabilidad de error de bit.

permite ponerlos en practica en un entorno real de telecomunicaciones.

Para el modelo basado en un mapa discreto, hemos mostrado que es posible
mejorar la calidad de las comunicaciones, reduciendo el ruido eficaz, gracias a un
algoritmo de paso atrds que tiene en cuenta la relacién existente entre muestras
sucesivas. Siguiendo un principio similar, hemos demostrado que es posible eliminar
la necesidad de enviar todas las muestras de una trayectoria. Las muestras retiradas,
mas tarde pueden ser reconstruidas a partir de la informacion recibida y gracias a
la redundancia inherente a la dindmica cadtica. Gracias a esto, es posible aumentar
la capacidad de informacién de un canal, aproximandolo al Limite de Shannon para
una regién particular de la relacién senal a ruido.

Para la metodologia de codificacion - decodificacion cadtica continua, hemos
mostrado que la dindmica caodtica del atractor de Lorenz permite que se corrijan
errores de transmisién en una comunicacién. Uno de los logros mas interesantes y
novedosos presentados en relacion con este sistema es una metodologia que permite
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su puesta en practica en software sobre una red de telecomunicacion convencional
como, por ejemplo, Internet.

Aunque los dos modelos propuestos puedan ser implementados en la practica,
a dia de hoy ninguno de ellos puede considerarse lo suficientemente maduro como
para mejorar las técnicas tradicionales usadas en ingenieria. Para entender por qué,
observemos que cuando los diseniadores afrontan el desarrollo de un nuevo sistema
de comunicacion digital, su objetivo es proporcionar una mecanismo rentable para
transmitir la informacién desde un extremo a otro de un sistema con una tasa y
con un nivel de fiabilidad y de calidad que sea aceptable. Los dos parametros clave
del sistema, con los que el disenador debe trabajar, son la potencia de la senal
transmitida y la anchura de banda de canal. Estos dos parametros, junto con la
densidad espectral de ruido en recepcion, determinan el parametro fundamental que
mide las condiciones de comunicacién: la relacién senal a ruido. En este sentido, sélo
podemos decir que mejoramos un sistema de comunicacién si conseguimos transmitir
con la misma tasa de transmisién y con la misma calidad pero usando una potencia
de senal inferior o una anchura de banda de canal mas pequena. En esta direccion, las
comunicaciones cadticas no mejoran las técnicas tradicionales de la ingenieria porque
no pueden ofrecer ninguna ventaja en términos de costes, de potencia de senal o de
anchura espectral. Sin embargo, las conclusiones obtenidas en este capitulo son
muy interesantes desde una perspectiva teérica. Estos logros son notables porque
muestran que existe una conexion estrecha entre la teoria de la informacion y la
dinamica cadtica. Conexién que podria ser de gran interés cientifico y tecnoldgico
en algunos ambitos particulares como la dindmica de laseres o los sistemas bio -
inspirados.

Finalmente, es interesante hacer algunos comentarios en relacién con el esquema
discreto de codificacion y proponer un desarrollo adicional que podria tener gran
importancia teérica. Como Shannon hizo notar en su articulo original [4], la demos-
tracion que conduce al establecimiento del limite de Shannon no es constructiva, sino
probabilistica. Esto significa que s6lo demuestra que existe un modo de codificar la
informacion que hace que la capacidad del canal para un sistema dado sea igual a
este limite, pero no muestra cual es esa técnica de codificaciéon. Hoy en dia, existe un
conjunto de codigos llamados turbo codigos, que se acercan notablemente al limite de
Shannon, pero que son complicados de llevar a la practica. Frente a esta situacion,
el mecanismo discreto que proponemos es bastante simple y facil de implementar
en un sistema basado en un procesador digital. Lamentablemente, este no mejora
el funcionamiento de los turbo codigos. Sin embargo, el algoritmo de decodificacion
hacia atrds que proponemos no es necesariamente el mejor que puede ser encon-
trado usando estos principios. Por esta razon, podria ser interesante investigar si
es posible concebir un decodificador 6ptimo, que podria alcanzar unas prestaciones
similares a las de los turbo cédigos, pero con un coste inferior en términos de dinero,
complejidad y tiempo de proceso.
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Capitulo 4

Conjuntos neuronales y
comunicaciones
inalambricas

4.1 Introduccidon

En los capitulos precedentes, estudiamos las capacidades de algunos sistemas simples
aislados para actuar como fuentes o como receptores de informacién. En todos esos
sistemas no existe ninguna interaccién aparte de la estrictamente necesaria para
establecer el proceso de comunicacién entre un emisor y un receptor. Esta ausencia
de interacciones entre los elementos es lo que nos permite afirmar que estos sistemas
actiuan de manera aislada.

Frente a esta situacion, en esta segunda parte de la tesis nos vamos a dedicar
al estudio de sistemas compuestos de multiples componentes. En esta direccién,
nuestro objetivo en este capitulo es investigar las propiedades como receptor de in-
formacion, de un conjunto neuronal, donde todas las neuronas comparten una senal
comin de informacién, pero, al mismo tiempo, tienen fuentes independientes de
ruido. Obsérvese que usamos el término conjunto de neuronal en vez de la deno-
minacién tradicional de red neuronal. La razén para hacerlo es que, en este primer
paso hacia los sistemas de multiples componentes, adoptamos el escenario mas sim-
ple posible, en el que asumimos que no hay ninguna interaccion entre las neuronas.
Para ser mas exacto, supondremos que en un conjunto neuronal el comportamiento
dindmico de una neurona no se ve afectado por el comportamiento de las demas,
tal y como es aceptado en una red neuronal. Es importante comentar que esto no
significa que las neuronas del conjunto estén aisladas. Como entenderemos a lo lar-
go del capitulo, la informacién albergada por los elementos simples serd procesada
posteriormente por otro elemento del sistema.

Podemos observar que la diferencia principal entre el modelo propuesto en este
capitulo y el resto de los modelos de esta parte es que, en este caso particular, no
es posible definir una nocién de red. La ausencia de una topologia de interconexion
entre los elementos nos permite afirmar que el contenido algoritmico de informacién
necesario para describir el sistema es inferior que en el resto de los casos. Esta es la
razon por la que este capitulo es el primero dentro de esta parte.

Volviendo a conceptos més practicos, nuestro objetivo en este capitulo es definir
y analizar un modelo de receptor de comunicacién digital basado en un conjunto
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neuronal En este sentido, nuestro primer paso es el de proporcionar una base ma-
tematica que describa los conceptos mas complicados del modelo. Después de esto,
definimos un receptor de comunicacién digital conveniente que puede ser usado en
asociacion con transmisores convencionales banda de base. Finalmente, hacemos
una revision critica del modelo y proponemos algunas aplicaciones practicas en las
que podria ser usado satisfactoriamente.

4.2 El modelo

Hay muchos ejemplos en la literatura en los que una senal simple, compuesta por
lo general por estimulos periddicos, es procesada en presencia de ruido por neu-
ronas aisladas [42, 43, 44, 45, 46, 47] o por poblaciones neuronales [48]. En esta
situacion, para senales subumbral, uno puede encontrar un fenémeno de resonancia
estocastica [49]. Las investigaciones mas recientes en este campo se han enfocado
en modelos conducidos por una senal peridédica y ruido aditivo Gaussiano de una
intensidad constante. Estas condiciones son apropiadas para describir la situacion
de neuronas sensoriales o corticales, que reciben trenes de impulsos excitatorios (de
amplitud positiva) e inhibitorios (de amplitud negativa) [50, 51]. En este contexto,
estamos en particular interesados en el trabajo de Lindner [52]. En él, se considera
una entrada que consiste en un tren excitatorio y un tren inhibitorio con ampli-
tudes postsindpticas de potenciales a, = 1/n y a; = 1/n, pero con intensidades
e = (an+bn?)s(t) y A\; = bn®s(t) respectivamente. La interpretacion de estas tasas
es sencilla: la fuente de la entrada es un conjunto de aproximadamente (an + bn?)
neuronas excitatorias y bn? neuronas inhibitorias que comparten una tasa depen-
diente de tiempo comun s(t), que contiene, por ejemplo, una sefal periédica. En la
aproximacién de difusién [50, 51], el tren de pulsos es substituido por la entrada

i(t) = as(t) + /2bs(DE(L). (4.1)

En esta situacién, la senal estd codificada por el ruido de manera efectiva, ya que
esta modula la intensidad del ruido blanco Gaussiano £(t). En ocasiones, una modu-
lacion de ruido también puede conducir a un fenémeno de resonancia estocastica tal
y como fue demostrado para un sistema biestable en [53], y para sistemas neuronales,
con entradas similares a las de la Ec.(4.1), en [54, 55]. Recientemente, también se ha
mostrado que la respuesta de un conjunto de neuronas puede ser mejorada aumen-
tando la intensidad de ruido multiplicativo sobre la senal. Todos estos resultados
indican usos potenciales para senales codificadas con ruido.

Ademas del ruido multiplicativo, es esencial considerar el tradicional ruido adi-
tivo blanco Gaussiano, que llamamos 7(t). Asi, la entrada total de una neurona
aislada es

1(8) = i(t) + g + /3 Dagn (1), (4.2)

donde i(t) es el dado por la Ec.(4.1). Como se demuestra en [52], la respuesta de
esta clase de conjunto neuronal a una senal como la dada en la Ec.(4.2), muestra
resonancia estocastica con respecto a la intensidad de ruido. Ademds, la salida
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revela una transmision en frecuencia eficiente sin retardos en la senal, en contraste
con otros sistemas tradicionales que presentan resonancia estocastica como el doble
pozo de potencial.

Teniendo la descripcién de la entrada, proponemos un modelo, que consiste en
un conjunto de N neuronas integrate-and-fire, cuya entrada es conducida por la
expresion presentada en la Ec.(4.2). El modelo de neurona integrate-and-fire es uno
de los méas simples y el mas extensamente usado en la literatura. Basandonos en él,
el voltaje de la membrana u es descrito por una ecuaciéon de la forma

t=a—bu+1, (4.3)

donde a y b son constantes e I es nuevamente la entrada de la neurona. En el
modelo presentado en [52], la entrada es restringida a un caso simple periédico
donde s(t) = €y+€cos(£2t) en el que no hay correlacién entre las entradas a neuronas
diferentes. Por tanto, la respuesta de la neurona, viene descrita por un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck con limite de absorcion en el umbral de disparo uy,. Cuando el
potencial de la membrana u alcanza el umbral, la neurona dispara una ¢ y después es
absolutamente refractaria durante un periodo de duraciéon 7. Durante este tiempo,
el potencial de membrana debe ser fijado a un nivel de reposo p. Después de esto,
el voltaje es recompuesto a Uyeser = 0.

En esta situacion, las N neuronas comparten los mismos estimulos periédicos, sin
embargo, las partes fluctuantes de sus entradas son completamente independientes.
Es importante destacar otra vez que no existe ninguna conexién entre las diferentes
neuronas. Usando este modelo, puede demostrarse que la actividad media de las
células r(t) (la tasa media de disparo de una neurona aislada) presenta resonancia
estocastica con respecto a la intensidad de ruido Dy,. Todos los detalles sobre este
interesante fendmeno han sido descritos en [52]. Sin embargo, nuestro interés esta
concentrado en algunos de los aspectos de este sistema, que pueden permitir la
definiciéon de un modelo de comunicacién basado en sus principios. Esta tarea sera
realizada en la seccién siguiente.

4.3 Un modelo de comunicacion

Hay muchas coincidencias sorprendentes entre el modelo neuronal propuesto en la
seccion precedente y los sistemas de telecomunicacién usados en nuestros dias. La
primera conjuncion esta en relacion con la entrada de los sistemas. En este sentido, es
interesante observar que la entrada neuronal I descrita en la Ec.(4.2) estd compuesta
de tres componentes aditivas: el término i(¢) que proviene de la Ec.(4.1), un término
constante ju,, y un ruido aditivo blanco Gaussiano /2D,,n(t). Esta ecuacién puede
ser asimilada facilmente a la forma de la entrada de un sistema de telecomunicacion
digital, que toma siempre una expresion similar a

]c(t) = ic(t) + nc(t)a (44)

siendo I.(t) la entrada al receptor, i.(t) la senal que lleva la informacién y n.(t) el
ruido de canal. Ambos tipos de senales son equivalentes si hacemos que i.(t) = i(t)+
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tog Y \/2Dpgn(t) = nc(t). En estas circunstancias, como se demostré en la seccién
precedente, la respuesta del conjunto neuronal presenta resonancia estocastica sobre
la intensidad de ruido Dy,. Esta caracteristica podria ser ttil para reducir al minimo
el efecto de la degradacién del ruido 7.(t) sobre la calidad de la comunicacién. Sin
embargo, hay una diferencia conceptual notable entre los dos casos. En el caso del
conjunto neuronal, la componente i(¢) estd esencialmente basada en una forma de
onda periédica s(¢). Como ya sabemos, una senal periédica no puede transportar
ninguna informacién. Asi, i.(¢) no puede ser realmente asociada con i(t).

En este sentido, proponemos una modificacién del modelo que consiste en con-
siderar una senal de entrada que sea una onda de telecomunicacién digital. Estas
senales pueden ser expresadas de multiples maneras, pero la méas comun es la de
usar un pulso binario bipolar. Recordemos que, considerando un mensaje M digital
binario compuesto de una secuencia de bits by, be, bs..., la representacion a través
de pulsos bipolares de este mensaje se realiza con una senal s.(¢) compuesta de
una secuencia de pulsos positivos y negativos de duracion fija 7'y de amplitud A.
Cada 1 légico viene representado por un pulso positivo y cada 0 légico por uno
negativo, usando un mecanismo de modulacién por impulsos de c6digo (Pulse Code
Modulation - PCM) (consultar el Capitulo 1). Asi, la senal i.(t) que transporta la
informacion no sera periddica y sus propiedades estadisticas dependeran del mensaje
M transmitido.

Ademas de esta modificacion, es necesario observar que, desde la perspectiva de
las comunicaciones, no tiene sentido modular la senial con un ruido Gaussiano. A
causa de esto, la senal i.(¢t) no puede ser identificada con i(t) incluso en el caso
de s(t) no periddica. Por esta razén, deberiamos eliminar el término de ruido de
la Ec.(4.1). Esto tiene una contrapartida que es la eliminacién de la resonancia
estocéstica introducida por esa modulacion, sin embargo, al hacerlo podemos iden-
tificar completamente nuestro cédigo digital con el tipo de entradas apropiadas para
el conjunto neuronal.

Una primera consecuencia de esta modificacion es que todo el analisis matemaético
realizado en [47] deja de ser aplicable. Sin embargo, uno puede esperar que las carac-
teristicas principales de la solucién todavia sean validas. En particular, el hecho de
que el promedio de la tasa se disparo del conjunto neuronal siga, con poco retardo,
la forma de la senal de informacion. Con estas expectativas, proponemos un nuevo
modelo de comunicacién inspirado en el conjunto neuronal descrito en la seccion
precedente. Este modelo de comunicacién, que se muestra en la Fig. 4.1, estd com-
puesto de un emisor digital convencional basado en una modulacion PCM bipolar.
El emisor toma un mensaje M = by, b,... y genera la senal s.(t) descrita previamente.
Esta senal es enviada por un canal ruidoso en un proceso de transmision. Cuando
se alcanza el receptor, la senal toma la forma familiar presentada en la Ec.(4.4), que
puede ser simplificada con las restricciones que acabamos de introducir

Ic(t) = Sc(t) + nc(t)' (45)

Esta senal es entonces introducida en un receptor compuesto de un conjunto de N
neuronas como las que acabamos de describir en la seccién precedente. Un aspecto
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esencial de este receptor, que es crucial para entender sus capacidades especiales, es
que, como asumimos antes, el ruido de canal 7.(¢) es independiente para cada una
de las neuronas que pertenecen al conjunto. En esta situaciéon, podemos esperar
que el promedio de la tasa de disparo, para valores de a por encima de uy,, siga la
forma de onda de la sefial s.(t) que lleva la informacién. Esto significa que cuando
s.(t) representa un 1 légico (es decir, presenta un pulso positivo), la tasa de disparo
r.(t) aumenta, tomando una distribucién centrada en un valor particular Ry, que
depende del numero de neuronas /N del conjunto y sobre todo de la amplitud A de
los pulsos. Por otra parte, cuando s.(t) lleva un 0 légico (un pulso negativo), r.(t)
disminuye, en promedio, a un limite inferior R, que debe estar, en principio mas
cerca de cero.

channel . °

o® .. .® ®
Digital radio [g3%e**"" Received
emitter f ) Integrator -
%o bits
L] ° °
L] ° R . .
Independent. e
radio paths AO
Neural
ensemble

Figura 4.1. FEsta imagen representa un modelo de comunicacion basado en
un conjunto de neuronas integrate-and-fire. El emisor puede ser un transmisor con-
vencional de radio digital. El receptor estd compuesto de tres modulos: el conjunto
neuronal, un integrador (correlator) y un comparador de umbral.

Si la tasa media de disparo r.(t) toma valores diferentes para los diferentes bits,
es posible recuperar la informacién transportada por la senal s.(t). En esta direc-
cion, la decodificacién de la informacion en el receptor debe comenzar calculando el
promedio de la tasa de disparo. El hecho de que las neuronas generen una ¢ cuando
el potencial de membrana alcanza el umbral es problematico, porque en una neu-
rona real la generacion de funciones ¢ no es factible. En este sentido, por motivos
practicos, debemos introducir una modificacién menor en el modelo, asumiendo que
la respuesta de nuestra nueva neurona viene descrita por una respuesta modificada
0.. Esta funcion d. esta definida como un pulso positivo de duracion At y de ampli-
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tud normalizada. El intervalo At puede ser visto como un periodo de muestreo en el
contexto de un dispositivo de comunicacion digital. En este escenario, la tasa media

de disparo puede ser aproximada como la suma de todas las respuestas neuronales
dividida por At:

Sy Oailt)
At ’

donde 6.;(t) es la respuesta modificada de la neurona i en el instante ¢t. Es evidente
que esta estimacién mejora cuando N aumenta y que podria ser demasiado pobre
para valores bajos de N.

Una vez que r.(t) ha sido evaluado en el receptor, es necesario extraer la infor-
macion digital que contiene. Esto puede ser realizado comparando su valor con R; y
Ry, pero esta no es una tarea inmediata, porque r.(t) toma muestras separadas At
en el tiempo. Esto significa que para cada pulso, el nimero de intervalos de tiempo
a tener en cuenta es %. Es posible realizar un analisis estadistico de las muestras,
pero esto puede ser complicado y preferimos usar una técnica mas familiar en el
marco de los sistemas de comunicacion: la correlacion.

De la misma manera que los sistemas de comunicacion digital convencionales
realizan una correlacion entre la entrada y una senal maestra, es posible en nuestro
sistema realizar la misma operacién entre la senal r.(t) y un pulso normalizado
positivo. El correlator que usamos esta sincronizado con s.(t) y actia siguiendo un
patron bit-por-bit, lo que significa que calcula la integral de correlacién durante la
duracién de un pulso 7', y después es reseteado en cada limite de bit. En este sentido,
puede ser entendido que, cuando un 1 légico es recibido, la salida del correlator debe
estar cerca de un valor C'| = R;T mientras que su salida para un 0 légico deberia
estar cerca de C\y = RyT'. La utilizacion de esta técnica produce una simplificacion
notable del sistema de decodificacion, porque la deteccion de los bits puede ser
lograda simplemente utilizando un comparador simple. Si establecemos un umbral
en el valor

Tc(t) - (46)

Co+Cy

Oth = 2 )

(4.7)
podemos decidir que recibimos un 1 légico cuando el valor de la correlacién esta
sobre Cy, vy que un 0 légico es obtenido cuando este valor estd bajo ese umbral. Es
importante comentar que, en este esquema, hemos asumido que no tenemos ninguna
informacién anterior al mensaje M transmitido. Esto significa que aceptamos que
la entropia (la incertidumbre) del mensaje es maxima, H (M) = 1 bit/simbolo. Esto
es equivalente a asumir que las probabilidades de un 0 légico y un 1 légico en el
mensaje son las mismas (py = p; = %)

4.4 Puesta en practica

En esta seccién, deseamos analizar las potenciales aplicaciones practicas de este
modelo de comunicacién. Para este fin, asumimos un doble objetivo: en primer
lugar, evaluar el funcionamiento del sistema en un escenario de telecomunicaciones
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realista; en segundo, realizar una revision critica de la viabilidad de desarrollar un
dispositivo electronico que ponga en practica el receptor propuesto.

En relacion con la segunda cuestion, es importante comentar que no existe nin-
guna razon tecnoldgica que impida la elaboracién de tal dispositivo. Todos los
algoritmos y técnicas propuestos son susceptibles de ser puestos en practica en un
dispositivo de procesamiento digital. Ademads, la mayor parte de ellos ya han sido
construidos sobre hardware especifico [56, 57|, lo que abre la posibilidad de funcio-
namiento a tasas de transmision y muy elevadas. El problema fundamental de este
esquema de comunicacién no viene del dispositivo en si mismo, sino de la entrada
que requiere. Recordemos que para cada una de las N neuronas, debemos obtener
una senal de entrada como la dada en la Ec.(4.5), donde el ruido Gaussiano 7,(t)
debe ser independiente para cada una de ellas. Esto puede ser un problema impor-
tante en un escenario realista. Para entender por qué, imaginemos un sistema de
comunicacion convencional basado en un coaxial o en un cable de fibra 6ptica. En
estas circunstancias, la sefial de informacién emitida s.(t) viaja por el medio hasta
que llega a su destino. Alli, podemos usar un par de sensores para obtener dos
copias diferentes de la sefial. Sin embargo, las posibilidades de que las componentes
de ruido de ambas formas de onda sean independientes son muy pequenas. Esto es
debido a que las dos senales han viajado siguiendo el mismo cable y, por consiguien-
te, han recibido probablemente las mismas perturbaciones. Por tanto, para obtener
ruidos independientes deberiamos tener canales independientes, condicién que en
este caso sb6lo podria ser alcanzada disponiendo de dos medios de comunicacion se-
parados. Como consecuencia de estos argumentos, para el modelo de N neuronas,
N cables diferentes serian necesarios, lo que no es una solucién interesante desde
una perspectiva practica.

Estas conclusiones pueden parecer desalentadoras, sin embargo, es posible con-
templar un tipo diferente de sistema que estd alcanzando una gran importancia en
nuestros dias: las comunicaciones inalambricas. En las comunicaciones inalambricas
la transmisién ocurre en forma de ondas electromagnéticas que viajan en el aire.
Cuando hay visién directa entre el emisor y la antena de recepcion, la comunicacién
posee por lo general una alta calidad, pero esto no es siempre posible. Por ejemplo,
en el marco de la telefonia mévil, es imposible garantizar la vision directa entre el
terminal y la antena del operador. En esta situacion, la senal emitida debe seguir
caminos compuestos de varias reflexiones sobre edificios, coches, etc. En este caso,
lo interesante es que no hay un solo camino para que la senal vaya del emisor al
receptor. De hecho, puede ser demostrado que para antenas cuasi isotrépicas, como
las usadas en esta clase de terminales, existe un conjunto casi infinito de caminos
diferentes para que la senal pueda viajar desde el teléfono hasta la estacion base.
Esto abre una posibilidad interesante para nuestro dispositivo neuronal. Podriamos
imaginarnos un receptor compuesto de N antenas direccionales independientes que
incidan sobre direcciones diferentes. En esta situacién, las antenas deberian recibir
senales que tengan componentes de ruido completamente independientes, porque
cada una de ellas ha seguido un camino diferente en la atmésfera y, asi, ha recibido
perturbaciones separadas. Esta metodologia de multitrayecto es una solucién inte-
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resante para obtener las senales de entrada necesarias en nuestro dispositivo. Una
desventaja notable de este acercamiento, que es conocida por los ingenieros de radio,
consiste en que, como las senales siguen caminos diferentes, también cubren distan-
cias distintas y, por tanto, es posible obtener diversas ondas con fases diferentes.
Lamentablemente, este cambio de fase debido al multitrayecto crea problemas en el
mecanismo de recepcion que no pueden ser evitados facilmente. EIl inico método
para garantizar la recepcién apropiada es disminuir la tasa de transmisién hasta que
el desfase sea insignificante. En cualquier caso, nuestro objetivo en este capitulo
no es tratar con este problema particular. El hecho importante es que, para esta
clase de sistemas, es viable obtener un conjunto de N copias diferentes de la senal
de informacién con ruidos independientes, incluso si esto tiene que ser realizado una
velocidad baja.

Una vez que sabemos que el esquema de comunicacion propuesto puede ser puesto
en practica como un sistema inaldmbrico, el siguiente paso es evaluar sus prestacio-
nes y compararlas con técnicas convencionales. Para esto, hemos desarrollado un
software que pone en practica todos los pasos del modelo. Este software es una
transcripcion directa de los algoritmos dados al lenguaje de programacién C. La
unica dificultad que podemos encontrar al realizar esta tarea esta asociada con el
comparador del receptor. Como ya hemos adelantado, el proceso de decodificacién
estd basado en la comparacién de la correlacion de la senal 7.(t) con el umbral Cy,
dado en la Ec.(4.7). El problema es que, para evaluar este umbral es necesario cono-
cer el valor de C y Cs. Estos valores dependen de muchos factores como el tamano
N del conjunto neuronal, las propiedades dindmicas de las neuronas (a, b, uy, -..),
la intensidad del ruido de canal, la duracién 7" de los pulsos, etc. Su evaluacién
analitica podria ser sumamente dificil y estd fuera de los objetivos de este trabajo.
Por tanto, desde un punto de vista practico, podemos asumir una estrategia que es
util en este tipo de situacion: utilizar una técnica de aprendizaje.

El proceso de aprendizaje que proponemos es directo y simple. Considerando
un esquema de comunicacién especifico (un receptor particular en un medio concre-
to), comenzamos la comunicacién enviando a un nimero nNyeqm: de 0s légicos. El
receptor, que estd preparado para recibir estos bits de muestra, estima el valor de
Cy para esa secuencia evaluando la correlacién de r.(t) para cada bit y haciendo
un promedio. Después de esto, el mismo proceso es repetido para njeqn: 1s logicos.
Cuando el proceso de aprendizaje ha terminado, el dispositivo es capaz de calcular
una aproximacién conveniente de Cy, simplemente aplicando la Ec.(4.7). Una vez
que esto ha concluido, la verdadera comunicacion puede comenzar transmitiendo
los bits apropiados de informacién correspondientes al mensaje deseado. Usando
esta técnica, podemos determinar la calidad del sistema de comunicaciéon, que por
lo general esta expresada en términos de la probabilidad de error de bit pe,, como
una funcién de la relacién senal a ruido (SNR) (consultar el Apéndice B). Con este
objetivo, hemos realizado simulaciones sobre el sistema, cuyos resultados se mues-
tran en la Fig. 4.2. En todos los casos, hemos considerado que los mensajes tienen
10% bits con nyegrn: = 10* iteraciones. Como puede ser observado, para una neurona
aislada (N = 1), la calidad del sistema es ligeramente inferior a la del filtro adap-
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Figura 4.2. FEsta figura representa la Probabilidad de Error de Bit pepr
de un sistema de comunicacion basado en un conjunto neuronal como una funcion
de la relacion senal a ruido (SNR) expresada en decibelios. La linea sélida mds
ancha indica el funcionamiento de un sistema de receptor lineal basado en un filtro
adaptado. El resto, corresponde a 10 receptores neuronales con N wvariando de 1 a
10. Como puede ser observado, para N > 2, el conjunto neuronal recibe con una
calidad mayor (menor pe,r) que el filtro adaptado. La simulacion ha sido realizada
para neuronas con pardmetros a =1, b=1, vy, = 0.2, 7 =0, v, = 0. El proceso de
aprendizaje ha sido realizado con Niegrm: = 10* bits. La peyr ha sido calculada sobre
un promedio de 108 bits.

tado, que es el mejor receptor lineal (consultar el Apéndice B) y es usado en casi
todos los dispositivos de comunicacion comerciales en nuestros dias. Sin embargo,
para N > 1, nuestro dispositivo mejora considerablemente el funcionamiento del
filtro adaptado, obteniendo un beneficio de casi 10dB para N = 10.

4.5 Conclusion

En esta seccién, hemos propuesto el concepto de conjunto neuronal, en el que las
neuronas no interactian entre si, pero donde la informacién es procesada colecti-
vamente en una etapa posterior realizando un promediado. Hemos mostrado que,
bajo la asuncién de ruido independiente, esta clase de sistema puede ser usado para
la definicién de una nueva clase de receptor digital.

El modelo propuesto puede ser puesto en practica gracias a un proceso de apren-



70 Capitulo 4. Conjuntos neuronales y comunicaciones inalambricas

dizaje expresamente concebido. Cuando el funcionamiento del sistema es evaluado,
mostramos que, conforme a la hipétesis de ruido de canal independiente sobre las
neuronas, el conjunto neuronal es capaz de mejorar la calidad del filtro adaptado:
el mejor receptor lineal que con frecuencia es usado en nuestros dias en el ambito
de la ingenieria de telecomunicacion.

Aunque la hipotesis de ruidos independientes no pueda ser verificada en la mayor
parte de los sistemas de comunicacion, mostramos que es posible asumir que en
muchos sistemas de comunicacién inalambricos puede ser satisfecha. Esto es una
conclusion notable y significativa con una consecuencia fundamental: en esta clase
de sistemas, es posible aumentar la capacidad sin necesidad de aumentar la potencia
de ruido de senal. Desde un punto de vista practico, estos resultados son interesantes,
principalmente porque los dispositivos inalambricos son, por lo general, moviles, y
tienen limitaciones severas en términos de consumo de potencia. De hecho, una idea
similar basada en la existencia de multiples caminos de transmision esta siendo usada
actualmente en el desarrollo de una nueva clase de receptores de radio conocidos
como antenas inteligentes. En este sentido, podria ser muy interesante investigar
los usos potenciales de los conjuntos neuronales en este campo particular de la
ingenieria.

Finalmente, desde una perspectiva critica, es importante comentar que el proble-
ma relacionado con el desfase de la senal debido al efecto de multitrayecto deberia
ser analizado con mayor detalle. Desde un punto de vista practico, esta clase de
sistemas no pueden llegar a ser tutiles si no aprendemos a minimizar este efecto so-
bre la respuesta del conjunto neuronal. Problemas similares relacionados con este
fenémeno de multitrayecto son, hoy en dia, sujeto de una intensa investigaciéon en
el campo de las antenas inteligentes y los sistemas digitales inaldmbricos de alta ve-
locidad. Un analisis profundo sobre el comportamiento de los conjuntos neuronales
en relacién con este problema podria ser del gran interés tedrico y podria sugerir
nuevas e interesantes aplicaciones.



Capitulo 5

Efectos no lineales en
estructuras inducidas por
ruido

5.1 Introduccidon

En el capitulo precedente consideramos un sistema compuesto de multiples elemen-
tos simples no lineales y demostramos que, incluso cuando no hay ninguna interac-
cion entre ellos, es posible aprovechar sus respuestas para mejorar las prestaciones
de un procesamiento particular de senal. El siguiente paso en nuestro camino ha-
cia la complejidad es el de comenzar a explorar sistemas donde los componentes
constituyentes interactiian entre si. En este contexto, interactuar significa tener la
capacidad de intercambiar informacién, de modo que la evolucién dinamica de un
elemento depende, no sélo de su estado, sino también del estado del resto.

Se puede decir mucho sobre sistemas no lineales en interaccién, sin embargo,
nuestro interés en este campo esta concentrado en un tipo concreto de elementos
acoplados de un modo muy particular. En esta direccién, tomamos como componen-
te elemental un oscilador no lineal sobreamortiguado. Suponemos que la interacciéon
entre los osciladores es difusiva y que la topologia de interconexién adopta la es-
tructura de una rejilla regular de dimensiéon n. En particular, tomamos el sistema
acoplado introducido en [58], que puede ser descrito a través del siguiente conjunto
de ecuaciones de Langevin

> (@ (5.1)

jenn(i)

&IU

;= f (i) + g(:)&i(t)

donde z;(t) representa el estado del i®™ oscilador (i = 1...,L%), en una rejilla

ctibica de tamaiio L en d dimensiones con N = L elementos. La suma se extiende a
los vecinos mas cercanos a la célula 1™ [nn(i)], y la fuerza del acoplamiento esta
medida por D. El término de ruido £(t) representa el ruido blanco Gaussiano, con
media nula e incorrelado tanto en el espacio como el tiempo,

(€i(1)&;(1) = o7, 0i50(t — 1), (5.2)

71
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Para simplificar, las funciones f(z) y g(z) son de la forma [59]

—Gyr — (Go— Gy)B, itz < —B,,
f(x) =49 —Guzx if |z| < B,, (5.3)
—Gbx + (Ga — Gb)Bp if x > Bp,

g(z) ==, (5.4)

donde los pardmetros G, = 0.5, G, = 10 y B, = 1 determinan las pendientes y
los limites de una curva lineal a tramos, que es una aproximacién de la funcién
h(r) = —x — 23. Hemos escogido tal conjunto de parametros porque describen
una situacion realista que puede ser facilmente puesta en préactica en un circuito
electrénico como el que descrito en [75]

Figura 5.1. La figura muestra una rejilla regular en 2D que representa la
topologia de interconexion entre los osciladores no lineales sobreamortiguados.

Este conjunto de ecuaciones diferenciales estocdsticas no tiene nada excepcional
salvo por la introduccion peculiar del ruido multiplicativo &;. El ruido, por lo general,
es considerado como un fenémeno que perturba la observacién y crea desorden. Esta
idea esta principalmente basada en nuestra experiencia del dia a dia y, en el contexto
de la fisica, en el estudio de sistemas en equilibrio. El efecto del ruido, sin embargo,
puede ser bastante diferente en sistemas no lineales fuera del equilibrio. Varias
situaciones han sido documentadas en la literatura en las cuales el ruido participa
en la creacién de estados ordenados o es responsable de fenémenos sorprendentes
que surgen gracias a la no linealidad de los sistemas [60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67,
68, 69]. Recientemente [58] en relacién con el sistema espacialmente distribuido con
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ruido multiplicativo propuesto en la Ec.(5.1), un fenémeno bastante espectacular
fue descubierto. Se demostr6 que el ruido genera un estado ordenado debido a una
transicién de fase, que no puede ser observada en ausencia de ruido. Ademds, esta
transicién es reentrante: el estado ordenado aparece por encima de un valor critico
de la intensidad de ruido y desaparece para un valor mas elevado del mismo.

La existencia de esta transicion de fase inducida por ruido puede ser evidenciada
analiticamente, siguiendo un procedimiento de campo medio estdndar [70]. La apro-
ximacién de campo medio consiste en substituir la interaccion de los vecinos mas
cercanos por un término global en la ecuaciéon de Fokker-Planck correspondiente a
la Ec.(5.1). Usando esta aproximacién, uno determina que las transiciones entre los
estados ordenado (m # 0) y desordenado (m = 0) forman fases [59], donde m es
el campo medio, definido como m(t) = 77 S=N 24(t). Este anlisis muestra que la
accion del ruido multiplicativo acoplando conduce a la biestabilidad del medio. Si
fijamos la intensidad por encima de su valor critico, un aumento en el ruido mul-
tiplicativo induce una transicién de fase desde un estado desordenado hacia uno
ordenado, que es posteriormente seguida de una transicién desde el orden al desor-
den [58]. En la fase ordenada, el sistema ocupa uno de los dos estados posibles
simétricos con los campos medios m; = —msy # 0, dependiendo de las condiciones
iniciales. Esta biestabilidad desaparece si eliminamos el ruido multiplicativo.

El mecanismo de este efecto puede ser entendido del modo siguiente. La evolucién
en el tiempo del primer momento del campo medio viene dada por la ecuacion de
Fokker-Planck correspondiente (caso Stratonovich)

2

(2:) = (f(2:)) + 07"1(9(%)9'(%‘)% (5.5)

Siguiendo la aproximacién de evolucién de tiempo corto descrita en [71], podemos
suponer que comenzamos con una ¢ de Dirac inicial, que evoluciona durante un
tiempo dado, de modo que las fluctuaciones son pequenas y la densidad de probabi-
lidad puede aproximarse por una Gaussiana. Entonces, la ecuacién para el maximo
de la probabilidad, que es también el valor medio Z; = (x;) en esta aproximacion,
toma la forma siguiente

2

T = [(@) + 9@ (7). (5.6)

que es valida si f((z;)) >> (02?2 f")((x;)). Ademds, la supresién de fluctuaciones,
realizadas por acoplando, hace que esta aproximacién sea apropiada a lo largo de
la evolucién temporal completa [72]. Entonces, podemos escribir también el campo

medio )

- _ o _ _

T = f(T)+ ng(x)g'(x), (5.7)
que de nuevo es vélida si f((z)) >> (62?) f"((z)) (Note que no siempre esta aproxi-
macién explica de manera apropiada la transicién de fase, [73]). Para esta dindmica,
un potencial eficaz U,ss(z) puede ser obtenido, con la forma

Uss () = U () + Unoise = —/f(a:) dz — %@”) (5.8)
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donde Uy(z) es un potencial monoestable y U,,,;s. representa la influencia del ruido
multiplicativo. Este potencial eficaz puede proporcionar una justificaciéon convenien-
te para un fenémeno interesante que emerge en este tipo de estructuras inducidas
por ruido. Las secciones siguientes estan dedicadas a inverstigarlo.

5.2 Resonancia vibracional

Uno de los fenémenos mas interesantes, que ya ha aparecido en los capitulos prece-
dentes en relacion con orden inducido por ruido en sistemas no lineales es el efecto
denominado resonancia estocdstica. Como ya sabemos, una de las situaciones en las
que la resonancia estocastica aparece de modo natural es cuando consideramos ruido
aditivo aplicado junto con una perturbacion peridédica sobre un sistema basado en
un potencial bistable. En este caso, la dependencia de la respuesta con la intensidad
de ruido tiene una forma resonante, por tanto, puede encontrarse un valor de ruido
que produce un procesamiento 6ptimo de la senal [74, 75]. Este efecto es general
y ya ha sido encontrado en muchos sistemas naturales [76]. Entre otros podemos
mencionar sistemas con dindmica excitable [77], sistemas sin fuerza externa [78] y
sistemas sin umbral [79].

Algunos fenémenos similares a la resonancia estocastica también pueden ser ob-
servados en sistemas donde una senal cadtica es usada en vez de un ruido [80]. Mas
aun, se ha demostrado que una fuerza periédica de alta frecuencia puede trabajar
como un ruido y amplificar la respuesta a una senal peridédica de baja frecuencia en
sistemas biestables [81]. A este fendmeno se le ha denominado resonancia vibracional
[82], en analogia con la resonancia estocéstica.

En la resonancia vibracional, la dependencia de la respuesta del sistema fren-
te a la amplitud de la fuerza de alta frecuencia tiene la conocida forma resonante
acampanada. Ya que senales de dos frecuencias son muy a menudo usadas en tec-
nologias de la comunicacién [6], este fenémeno indica que una perturbacién éptima
de alta frecuencia puede mejorar el tratamiento de una senal de baja frecuencia. Es
importante mencionar que senales de dos frecuencias son también objeto de interés
en la fisica de ldseres [83], en acistica [84], en neurociencias [85], o en la fisica de
la ionosfera [86]. El objetivo en esta seccién es investigar si la resonancia vibracio-
nal puede ser alcanzada en estructuras inducidas por ruido, que no tengan ningin
umbral ni ninguna barrera de potencial en ausencia del ruido. Con este objetivo,
consideramos el sistema extendido presentado en la Ec.(5.1), pero ahora, es anadida
una fuerza externa, consistente en una senal de baja frecuencia mas una de alta

& = f(x) + g(@:)&(t) + % Z (x; — x;) + Acos (wt) + B cos (), (5.9)

jenn(i)

donde w y € son las senales de frecuencia baja y alta respectivamente, y A y B sus
amplitudes asociadas. Observe que es necesario asumir que {2 >> w para observar
el efecto deseado. En nuestras simulaciones, tomamos los valores w = 0.1 y 2 = 5.
Primero, analizamos el comportamiento del sistema en la regién de parametros en la
que el ruido induce una biestabilidad. Fijamos la amplitud de la senal de frecuencia
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Figura 5.2. Series temporales del campo medio del sistema definido en la
Ec.(5.9) comparado con la senal de baja frecuencia A cos(wt) (no en escala) para
diferentes intensidades de la vibracion de alta frecuencia. De arriba abajo, B = 0.5,
1.5, y 40. Q = 5.0, w = 0.1, A = 0.15, 0%, = 3.0. Esta intensidad de ruido
multiplicativo corresponde a la region biestable.

baja a un valor suficientemente pequenio (por ejemplo A = 0.15), que no es bastante
para causar saltos entre los dos estados estables. En esta situacion, somos capaces
de simular la evolucién dindmica del sistema. La serie de tiempos del campo medio
m(t) y la senal de entrada correspondiente periddica, para d = 2 y N = 10, puede
ser visualizada en la Fig. 5.2 para tres valores diferentes de B (aumentando de arriba
a abajo). Para una amplitud pequena B, observamos saltos poco probables entre
los dos estados simétricos my y my. Si aumentamos B hasta su valor éptimo (en
la imagen intermedia), se observa claramente que los saltos ocurren con la misma
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periodicidad que la senal de entrada. Por tanto, la modulacién de alta frecuencia
optimiza el tratamiento de la senal en estructuras inducidas por ruido. Un aumento
adicional de B conduce a saltos sincronizados con la oscilacién de alta frecuencia, que
ocultan completamente la senal de baja. La situacién es cualitativamente diferente
cuando escogemos una intensidad de ruido multiplicativo que corresponda con la
region monoestable. En este caso, un aumento de B conduce sélo a la destruccion
de la sincronizacion entre la entrada y la salida. Por tanto, la modulacion de alta
frecuencia es incapaz de mejorar la calidad del procesamiento de la senal de baja
frecuencia.

0.8 - . : .

o
o

Response Q
=

L/

Figura 5.3. Resonancia vibracional en la estructura inducida por ruido. La
imagen muestra una simulacion numérica para el modelo eficaz donde la respuesta QQ
del sistema es evaluada como funcion de la amplitud de la fuerza de alta frecuencia,
B. Tres valores diferentes de la intensidad de ruido han sido tenidos en cuenta:
o2 =3 (etiqueta 1), 0%, = 0.5 (etiqueta 2) y 02, = 0 (etiqueta 3).

Para caracterizar esta resonancia vibracional cuantitativamente, usamos un parametro
denominado la respuesta del sistema, que por lo general es denotada como Q) y que
puede ser calculada usando la ecuacién siguiente

Q= \/@ /tm(t) sin (wt + o) dt>2 + <% /tm(t) cos (wh + ) dt>2 (5.10)

donde ¢ es la fase de la fuerza de baja frecuencia. En la Fig. 5.3 se muestra el
resultado para tres valores diferentes de la intensidad de ruido. En régimen bistable
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(etiqueta 1), el sistema presenta un maximo claramente definido para el un valor
o6ptimo B, que atestigua la presencia de resonancia vibracional. Obsérvese que este
efecto desaparece si disminuimos (etiqueta 2) o eliminamos (etiqueta 3) el ruido
multiplicativo. En estos dos tltimos casos, un aumento en la amplitud de la fuerza
de alta frecuencia solo puede conducir a una disminucién de la respuesta de sistema.

5.3 Confirmacion experimental

La confirmacién experimental del efecto de resonancia vibracional en una estructura
inducida por ruido es un objetivo complicado. Primero, es necesario desarrollar un
conjunto de numerosos osciladores relativamente complejos. Después de esto, es
necesario construir un acoplamiento difusivo entre ellos. Finalmente, y mas dificil,
debemos generar un conjunto elevado de senales de ruido independientes para crear
los términos multiplicativos &;. Aunque todas estas tareas pueden ser realizadas,
tienen un coste elevado en términos de tiempo, esfuerzo e incluso dinero. Para evitar
los problemas que pueden surgir con este acercamiento, nos planteamos un objetivo
menos ambicioso. La idea es la de confirmar experimentalmente el fenémeno de
la resonancia vibracional, pero a través de la utilizacion de un modelo eficaz, cuyo
comportamiento es equivalente al que de la estructura inducida por ruido en la region
biestable. Como muestra la Ec.(5.8), este efecto puede ser comprendido asumiendo
un modelo basado en un potencial bistable sobreamortiguado bajo la acciéon de unas
fuerzas periodicas de alta y de baja frecuencia

m = F(m) 4+ Acos (wt) + Bcos (Qt) + £(t), (5.11)

donde m(t) es el campo medio del sistema y la funcién F(z) describe un poten-
cial biestable. El término ruidoso &(¢) modeliza pequenas fluctuaciones que estian
presentes en todos los sistemas reales.

Por tanto, para confirmar experimentalmente el fenémeno de la resonancia vi-
bracional, es suficiente con construir un circuito electrénico que ponga en practica
el modelo eficaz descrito por la Ec.(5.11). Esta expresién puede identificarse con la
de un doble pozo de potencial forzado por dos senales periddicas

= i—};x - i—fix?’ + Acos (wt) + B cos (Qt), (5.12)
donde A es la profundidad de los pozos y 2L es la separacion entre los minimos.
Un dispositivo que ponga en practica esta clase de ecuacion puede ser construido a
partir de un lazo de realimentacién no lineal como el que se representa en la Fig. 5.4.
Este circuito estd compuesto de cuatro partes principales, cada una de las cuales
tiene una funcion especifica. A continuacién, vamos a estudiarlas en profundidad.

La primera parte es la etapa de entrada, que comprende el amplificador opera-
cional OA3 y las resistencias R.i, Re.o v R.. Esta actua como un sumador inversor

que a la salida ofrece
R, R,
Voas = ———V, — —V,, 5.13
043 Rel Re2 ( )
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Figura 5.4. La figura muestra el diagrama de un circuito que pone en
practica la Ec.(5.4). Con esta clase de bucle de realimentacion no lineal, es po-
sible confirmar experimentalmente el efecto de la resonancia vibracional.

siendo V; y V,, las fuerzas de baja y alta frecuencia, ambas expresadas como senales
en voltaje. La segunda parte es un integrador inversor construido con el amplificador
operacional O A2, el condensador (', y la resistencia R,. Para simplificar, llamamos
—Vx al voltaje de salida de OA2. Entonces, se puede demostrar que

1
v, = Vo dt, 5.14
= / ” (5.14)

donde Vpa; es la salida del amplificador operacional OAl. La tercera etapa esta
compuesta de dos multiplicadores analégicos que hemos puesto en practica utilizando
dispositivos de la familia AD633, que introducen un factor & = 0.1 en el producto.
Esta etapa ofrece a la salida

Vapess = a*V?2. (5.15)

Finalmente, el cuarto componente es un sumador inversor formado por el amplifi-
cador operacional O Al y las resistencias R,;, Rq2, R.3 y R,. Su funcién es la de
sumar las senales de entrada con los términos de fuerza apropiados que provienen
del gradiente del potencial cudrtico. Asi, la salida de OA1 viene descrita por la
expresion siguiente

R, s Ra

R
Voar = ==V, — Vi ==
oAl Ra2 “ Ral ‘ Ra3

Vous. (5.16)

Como la salida de la cuarta etapa estd conectada con la entrada del integrador,
ambos voltajes deben ser iguales. Entonces, podemos obtener la expresién siguiente
Ra 2 Ra V3 R

V,=—2 _V, — — ¢ Voas. 5.17
RsRoCy ° C RuRyCy ©  RuRyC, 0% (5.17)

Ahora, podemos fijar las fuerzas de alta y baja frecuencia a unos valores V; =
Ay cos (wt) y V,, = By cos (2t), donde Ay y By son las amplitudes en voltaje y w
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y €2 son las frecuencias. Substituyendo, podemos concluir que la ecuacion dinamica
del circuito es
R, , R, R, R

' R R
Rag Ry Cy ) Ra1 RyChy x+Ra3Rbe Rey v cos )+Ra3Rbe Res VC(OS( ))
5.18

Comparando la Ec.(5.18) y la Ec.(5.12) es inmediato obtener las expresiones siguien-
tes que relacionan las caracteristicas del doble pozo y los valores de los diferentes
componentes del circuito electrénico

4h R,

—_ = 5.19
L?  RepRCy ( )
4h o’R,

_— = 5.20
L Ry RyCy ( )

Uniendo la Ec.(5.19) y la Ec.(5.20), es posible obtener las relaciones siguientes, que
permiten el cdlculo del doble pozo en términos de los valores de los componentes
electronicos que lo constituyen

— RalRa
4h = a?R2,R,C,

L — Ry
{ Vo2 Raz (5.21)

Finalmente, es también necesario tener en cuenta la relaciéon entre las amplitudes
eficaces de las fuerzas A y B y sus correspondientes senales en voltaje Ay y By.
Por comparacién simple de las Ec.(5.12) y Ec.(5.18) establecemos

_ Ry Re
A= Ra?)RbeRelAV (5 22)
B=_1fuh _pB )

Ra3RyCyRe2 V"

Antes de comenzar con el experimento, es necesario seleccionar una regioén par-
ticular de pardmetros que permita, al mismo tiempo, que el efecto de resonancia
vibracional sea claramente observado y que las caracteristicas de los componentes
electronicos estén en valores razonables. Después de un anadlisis tedrico y de un
conjunto de simulaciones numéricas, decidimos que los valores siguientes eran apro-
piados L =1, h =9, w = 047 rad/s, = 207 rad/s. Para estos valores, cuando la
amplitud eficaz A = 5, las simulaciones muestran que un méaximo en () es producido
para una amplitud eficaz B =~ 40 de alta frecuencia. Gracias a esta informacién, es
posible calcular los valores de los diferentes componentes del circuito electrénico. Sin
embargo, es importante observar que hay un grado de libertad en las ecuaciones que
relacionan las caracteristicas del pozo y los parametros del circuito. Por esta razén,
hay infinitas soluciones posibles, pero debemos tener en cuenta otra restriccién antes
de escoger de una de ellas: los valores de las resistencias y condensadores disponibles
comercialmente estdn limitados a un conjunto particular. Con toda esta informa-
cion en mente, es posible encontrar varias soluciones diferentes pero viables. En
nuestro caso, adoptamos los valores siguientes para los componentes: R.; = 6.7K (2,
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R =22KQ, R, = 2.2KQ, R,y = 15092, R,y = 15K}, R,3 = 22K), R, = 56K,
Ry, = 10KQ y C, = 10uF'. Todos los componentes usados en el circuito tienen una
tolerancia del 5%.

Con esos valores de los componentes, es posible construir el circuito deseado y
comenzar a medir. La estrategia que hemos decidido utilizar para confirmar expe-
rimentalmente el efecto de la resonancia vibracional es la de evaluar la respuesta,
@, del circuito como una funcién de la amplitud eficaz de alta frecuencia, B. Para
evaluar (), simplemente tenemos que medir la respuesta V, del circuito para ca-
da valor particular de nuestro interés. Entonces, usando la Ec.(5.10), es posible
calcular el valor de @ identificando el término m(t) con el estado, V, del modelo
eficaz. Para el experimento, la amplitud eficaz, A, de baja frecuencia es usada como
un parametro. Esto significa que escogemos un valor particular de A y lo fijamos,
entonces, variamos B y medimos la respuesta V, del circuito en esas condiciones
particulares, después, escogemos otro valor de A y repetimos las medidas otra vez.
El resultado de aplicar este procedimiento se muestra en la Fig. 5.5. Esta imagen
muestra dos familias de curvas. En linea continua sélida tenemos las simulaciones
numéricas realizadas sobre el modelo efectivo, en linea discontinua representamos
las medidas experimentales. Como puede ser observado, estos resultados confirman
experimentalmente el fenémeno de la resonancia vibracional. En todos los valores
considerados para el parametro A, una curva resonante con un méaximo claro aparece
en algin valor particular de B. Ademds, las simulaciones numéricas y los resultados
experimentales estan cerca el uno del otro. Las pequenas desviaciones que aparecen
sobre los maximos son probablemente debidas a la tolerancia de los componentes.

5.4 Conclusion

En este capitulo, hemos descrito un fenémeno que consiste en la existencia de reso-
nancia vibracional en una estructura inducida por ruido. Este efecto es la sintesis
de una transicién de fase inducida por ruido y la resonancia vibracional, en la que
una fuerza de alta frecuencia es capaz de optimizar el tratamiento de una senal de
frecuencia baja. Gracias a las simulaciones numéricas, hemos visto que el efecto de
la resonancia vibracional se produce realmente por la accién del ruido multiplicativo,
y desaparece cuando este se hace demasiado bajo o demasiado alto.

También hemos mostrado que, para el valor apropiado de la intensidad de ruido
multiplicativo, es posible definir un modelo efectivo para el campo medio completa-
mente basado en el comportamiento dindmico de un doble pozo de potencial. Hemos
desarrollado un circuito electrénico que implementa este doble pozo de potencial y
hemos verificado experimentalmente, el efecto de resonancia vibracional. Hemos
comparado los resultados experimentales con las simulaciones realizadas sobre el
modelo efectivo, concluyendo que las diferencias que aparecen entre ellos estan den-
tro de los errores debidos a la tolerancia de los componentes electronicos. Este es
ciertamente un logro notable porque es la primera confirmacién experimental de un
fenémeno de resonancia vibracional que ha sido reportada en la literatura cientifica.

Finalmente, es importante comentar que el trabajo propuesto en este capitulo no
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Figura 5.5. Valores numéricos y experimentales de la respuesta del sistema
frente a la amplitud eficaz de alta frecuencia, B. Las lineas continuas corresponden a
valores numéricos mientras que las discontinuas indican resultados experimentales.
Los diferentes simbolos responden a valores diferentes de la amplitud eficaz de la
senal de baja frecuencia: Clirculos = 6.656, cuadrados = 3.328, estrellas = 1.248 y
triangulos = 0.416.

estd cerrado. La confirmacion experimental del efecto de la resonancia vibracional
usando directamente una estructura inducida por ruido podria ser muy interesante
y de gran interés para la comprensién de este fenémeno. En esta direccién, seria
importante confirmar experimentalmente la presencia de resonancia vibracional en
otras disciplinas cientificas y tecnolégicas. Esto podria conducir al desarrollo de
nuevas aplicaciones basadas en este efecto.



82

Capitulo 5. Efectos no lineales en estructuras inducidas por ruido




Capitulo 6

Reticulas celulares y sus
aplicaciones

6.1 Introduccidon

En este capitulo, consideramos una familia de sistemas similares a los presentados
en el Capitulo 5. En ambos casos, los modelos propuestos estan compuestos de un
conjunto de multiples elementos simples, que interactuan siguiendo una topologia
regular. Sin embargo, en este caso el objetivo no es el de presentar o analizar
un fenémeno novedoso, sino el de ilustrar que es posible realizar un procesamiento
complejo de la informacion basado en una topologia de interconexién regular. En
este sentido, es importante comentar que los modelos propuestos en este capitulo
no son nuevos, sino que han sido estudiados en diferentes disciplinas cientificas en
los ultimos anos. En cualquier caso, los conceptos presentados en este capitulo son
importantes para la coherencia global de la tesis, y por esta razon forman parte de
la misma.

El capitulo estd organizado del modo siguiente. En primer lugar, presentamos
algunos modelos simples basados en reticulas celulares y mostramos que estas son
convenientes para realizar un procesamiento complejo de la informacién dentro del
ambito del tratamiento de imagenes. Después, seguimos un acercamiento similar,
pero utilizando una reticula de neuronas integrate-and-fire acopladas. Finalmente,
se extraen algunas conclusiones.

6.2 Reticulas de autématas celulares

Los autématas celulares son una de las primeras tentativas de investigar como el
comportamiento complejo surge de componentes simples. Como su nombre sugiere,
esta clase de sistemas esta inspirada en la biologia, donde es comun que un conjunto
de entidades simples, denominadas células, actien juntas formando un todo mas
complejo como un tejido, un 6rgano, e incluso un animal completo. Los autématas
celulares utilizados en informatica son, por lo general, menos sofisticados que las
verdaderas estructuras bioldgicas y, sin embargo, ya han ofrecido grandes avances
en la comprension de las leyes universales que describen la complejidad.
Béasicamente, un autémata celular esta compuesto de dos ingredientes: un con-
junto de elementos simples idénticos llamados células y una topologia de interco-
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nexion que define las interacciones entre estas células. Las células, por lo general,
se comportan mecdanicamente siguiendo un conjunto de reglas predefinidas, que son
denominadas el programa. La evoluciéon de cada célula viene determinada a través
de un estado, que es una variable cuyo valor depende de la historia de la célula y
del estado de su vecindad. La vecindad de una célula es el conjunto de otras células
que interactian con ella. Este factor esencial depende claramente de la topologia de
interconexién considerada. Por lo general, se considera que las células estdn unidas
a través de reticulas regulares, caso en el cual la vecindad es el conjunto de células
fisicamente mas cercanas a la célula en cuestion. La evolucion de un autémata se
evalua utilizando un tiempo discretizado. En cada iteracion, el siguiente estado de
una célula es calculado a través del programa, que puede ser una funcién del estado
precedente. Después de esto, todos los estados son actualizados y el sistema esta
listo para la iteracién siguiente.

Uno de los ejemplos més famosos de autémata celular es el Juego de la Vida,
inventado por el matematico de Cambridge John Conway. Este es una analogia
simple en 2D de procesos basicos que tienen lugar en sistemas vivos. El juego consiste
en modelizar la evolucién de un conjunto de células dispuestas en una rejilla de dos
dimensiones. Cualquier célula en la rejilla puede estar en uno de dos estados posibles:
viva o muerta. El estado de cada célula cambia de una generacién a la siguiente
dependiendo del estado de sus vecinos inmediatos. Las reglas que gobiernan estos
cambios han sido concebidas con el fin de imitar el cambio demografico:

Una célula viva con solo 0 o 1 vecinos vivos muere de aislamiento.

Una célula viva con 4 o mas vecinos vivos muere el hacinamiento.

Una célula muerta con exactamente 3 vecinos vivos se convierte en viva

Todas las otras células permanecen inalteradas.

Aunque la evoluciéon de cada célula venga definida de un modo bastante simple, el
comportamiento del conjunto reproduce los rasgos complejos de los sistemas vivos
como la formacion de patrones y la autoorganizacion.

Los automatas celulares no son sélo interesantes porque emulen el comporta-
miento bioldgico, varios de sus tipos, incluyendo el Juego de la Vida, son capaces
de actuar como un computador universal. En términos matematicos, esto signifi-
ca que son equivalentes a una maquina de Turing universal. Desde un punto de
vista practico esta propiedad implica que son capaces de realizar cualquier tarea
que pueda hacer un ordenador. Por definicién, cualquier computador universal, en
principio, puede ser simulado por cualquier otro computador universal, simplemen-
te emulando las operaciones elementales del primer computador universal con las
operaciones del segundo. El hecho que los autématas celulares sean computadores
universales justifica que su comportamiento, en general, no pueda ser predicho por
ningin otro procedimiento equivalente a simularlo. Esto justifica la necesidad de
introducir modelos computacionales de esta clase de sistemas como el tinico modo
viable para estudiar sus propiedades.
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6.3 Deteccidon de bordes

La idea en esta seccion es muy simple, queremos demostrar que a través de una
rejilla de automatas celulares simples es posible realizar una tarea importante en el
procesamiento de imagenes: la deteccion de bordes. Para simplificar, asumimos que
la imagen a procesar viene codificada en una escala de grises normalizada. Asi, cada
pixel estd descrito por un valor de luminancia en el intervalo [0, 1]. A continuacién,
podemos definir una reticula celular que tiene el mismo tamano que la imagen, de
modo que para cada uno de sus pixels existe una célula asociada. El comportamiento
de la célula viene descrito en términos de dos parametros, que llamamos la entrada
de la célula y la respuesta de la célula. La entrada de la célula es simplemente el
valor de la luminancia del pixel asociado. La respuesta de la célula, que puede ser
vista como una variable de estado (sin memoria), es calculada como una funcién de
las entradas de los vecinos de cada célula. La regla para calcularla en una célula
puede ser descrita de manera siguiente

Y; = Z .’L‘j— Z l‘j, (61)

JENact (i) JENnn ()

donde y; es la respuesta de la célula 4, x; es la entrada de la célula j, Nox (i) es el
conjunto de vecinos activadores de i y N, (i) es el conjunto de vecinos inhibido-
res de ¢. Es evidente que los vecinos activadores de una célula tienden a aumentar
su respuesta mientras que los vecinos inhibidores tienden a reducirla. Este meca-
nismo de activacion-inhibicién esta inspirado en el funcionamiento de los sistemas
biolégicos de vision, donde las células ganglionales de la retina estan organizadas
formando regiones de inhibicién-activaciéon que forman circulos concéntricos [87].

Figura 6.1. La figura muestra tres mascaras de imagen. Todas ellas son
cuadradas y tienen un borde de 5 células de longitud. Cada color indica un papel
desempeniado diferente. En gris tenemos la célula que estd siendo analizada que
ocupa la posicion media, el resto son sus vecinas. Las células de activacion estdn
representadas en blanco, las de inhibicion en negro. La imagen de la 1zquierda mues-
tra una mdscara de activacion completa donde todos los vecinos realzan la respuesta
de la célula analizada. En el centro, un esquema de inhibicion completo puede ser
observado. Finalmente, la figura de la derecha muestra una mdscara mixta, donde
ambos tipos de vecinos estan presentes.

Una vez que hemos definido la respuesta de una célula, la siguiente tarea es la
de determinar la topologia de interconexion. Con este objetivo, es necesario definir
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cuales son los vecinos de cada célula y, entre estos vecinos, cuales activan y cuales
inhiben. Para entender este aspecto de manera intuitiva, vamos a usar el concepto
de mascara. Una maéscara por lo general es definida como un patréon. Cuando el
centro de la mascara esta sobre la célula 7, decimos que todas las células cubiertas
por la mascara son los vecinos de 7. Como tenemos dos tipos de vecinos en nuestra
reticula, vamos a definir dos clases de colores para nuestra mascara. Por ejemplo, una
célula cubierta por una parte blanca de la méscara sera considerada como un vecino
activador, mientras que serd inhibidor cuando esté cubierto por un fragmento negro.
Hay muchas clases diferentes de mascaras que podemos considerar, sin embargo,
por simplicidad, asumimos una forma cuadrada para ellas. Ademds, para evitar la
necesidad de simulaciones computacionales demasiado pesadas, aceptamos que estas
mascaras son relativamente pequenas, limitando el borde del cuadrado a un tamano
de 5 células. Considerando estas restricciones, tal y como puede ser observado en
la Fig. 6.1, cada célula tiene 24 vecinos (las 25 posiciones de la méscara excepto
su propia posicion). Ademds, para cada vecino hay sélo dos posibilidades: estar
cubierto por una seccién blanca o negra.

Figura 6.2. FEsta clase de mdscara realza la respuesta de las células que
pertenezcan a un borde. Esta propiedad es debida a que solo los pizeles que tengan
alta luminancia y luminancia baja en los vecinos externos, son activados. Ademds,
como puede ser observado, la activacion horizontal y vertical es mejorada con esta
clase particular de modelo.

Una vez que hemos aplicado la mascara, dejamos que las células evolucionen y
obtengan sus respectivas respuestas. Cuando este proceso ha finalizado, el proce-
samiento de la imagen puede darse por concluido. Para recuperar los resultados,
tomamos todas las respuestas de las células y representamos sus valores sobre una
nueva imagen, cuyos pixeles toman una luminancia normalizada [; definida por la
ecuacion siguiente

Ymaz
0 if y; <0.
donde y; es la respuesta de la célula correspondiente e ¥,,.. €s el maximo de todas
las respuestas.

Utilizando estos conceptos, somos capaces de lograr nuestro objetivo de encon-
trar una mascara util para la deteccién de bordes. Considerando las limitaciones
impuestas previamente, el nimero total de mascaras que podemos definir es igual a
224 cada una de las cuales tiene sus propias propiedades. Por suerte, no es necesario

I =

Vi if o
{ ify; >0 (6.2)
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Figura 6.3. La figura de la izquierda muestra la imagen original. A la de-
recha se muestra el resultado de procesar esta imagen a través de la mdscara de
deteccion de bordes presentada en la Fig. 6.2. Como puede ser observado, todos los
bordes son extraidos de la imagen original. La respuesta de las células que perte-
necen a bordes horizontales y verticales es considerablemente aumentada gracias al
particular diseno simétrico de la mascara.

explorar todas ellas para encontrar la apropiada. De hecho es bastante facil entender
que una mascara como la dada en la Fig. 6.2 es suficiente. Como puede observarse,
esta forma particular beneficia la respuesta de células asociadas a pixeles que tengan
una elevada luminancia, pero con vecinos externos débiles. Ademads, su distribucion
realza las lineas horizontales y verticales, que son las mas comunes en la mayoria
de imagenes. Los resultados de aplicar tal mascara sobre una imagen particular son
representados en la Fig. 6.3. Como puede ser observado, la imagen original es trans-
formada en una nueva imagen donde los bordes que separan las diferentes regiones
son claramente realzados.

Es también interesante comentar que esta clase de tratamiento permite nuevas
operaciones sobre las imagenes. Por poner un ejemplo simple, podemos observar
qué sucede cuando una mascara asimétrica como la de la Fig. 6.4 es aplicada. Como
puede observarse, es posible seleccionar la orientacién y la posicién relativa de los
bordes a realzar. En este caso, haciendo que la parte derecha de la mascara sea mas
inhibitoria, el procesamiento permite extraer sélo los bordes derechos de los objetos
en la imagen.

Aunque no dudamos de que los autématas celulares podrian ser ttiles para el
procesamiento de imagenes, es importante comentar que los resultados presentados
en esta seccion también pueden ser comprendidos en el contexto de la morfologia
matemadtica [88], que es probablemente un marco mds apropiado para esta clase de
aplicaciones. En este sentido, queremos volver a destacar que el objetivo de esta
seccion no es el de definir una nueva técnica de deteccién de bordes que pueda com-
petir con los algoritmos preexistentes. Nuestro deseo es simplemente evidenciar la
aparicién de procesamiento complejo cuando aparecen interacciones entre multiples
subsistemas simples. El hecho de utilizar una topologia de interconexién regular per-
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Figura 6.4. La figura de o la izquierda muestra la imagen original. A la
derecha tenemos el resultado de procesar esta imagen con la mdscara realzadora de
bordes presentada en la parte superior. Como puede ser observado, gracias a la
mascara asimétrica usada, los bordes derechos de los objetos son realzados mientras
las células sobre los izquierdos no presentan una respuesta significativa.

mite s6lo la extraccién de propiedades locales (los bordes son propiedades locales de
las imagenes porque estén definidos por los vecinos cercanos). Para un procesamien-
to de informaciéon méas general seria necesario considerar topologias més complejas
o automatas mas sofisticados que permitan a una propagacién més extensa de la
informacion.

6.4 Reticulas de neuronas acopladas mediante pulsos

Las redes neuronales son uno de los temas que estan alcanzando mayor populari-
dad y atencion dentro de la comunidad cientifica en los tdltimos anos. En muchos
aspectos, las redes neuronales son similares a los autématas celulares: ambos estan
inspirados en principios biolégicos y ambos se constituyen de componentes simples
que interactian entre si. La diferencia principal entre ambos viene del hecho de que
las redes neuronales tratan de emular neuronas biolégicas reales mientras que los
autématas celulares permiten mayor libertad a la hora de escoger el comportamiento
de las células. En una perspectiva puramente tedrica, podemos decir que las redes
neuronales pueden ser vistas como un tipo particular de automatas celulares. En la
practica, ambas disciplinas tienen metodologias y objetivos diferentes.

Hay numerosos tipos de redes neuronales dependiendo del tipo de neurona y sobre
todo del tipo de topologia de interconexién considerada. En este capitulo estamos
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principalmente interesados en una clase particular de ellas que son las denomina-
das redes neuronales acopladas mediante pulsos (Pulse Coupled Neural Networks
- PCNN). Las PCNN heredan algunas caracteristicas de las redes neuronales tra-
dicionales, pero consideran una nueva familia de modelos dindmicos de neuronas
que, se supone, estan mas proximas al verdadero comportamiento de las neuronas
biolégicas. Hay varios modelos diferentes que pueden ser usados en la simulacion
de PCNN pero los mas populares son los modelos integrate-and-fire (consutar el
Capitulo 4) En principio, no hay ninguna restriccién para la topologia de intercone-
xion de la red de interaccién. Sin embargo, vamos a asumir la mas simple de ellas:
la reticula regular. Por esta razon, preferimos hablar de reticulas de neuronas y no
de redes de neuronas.

6.5 Sincronizacién y deteccion de regiones

Una de las tareas mas comtinmente realizadas en el procesamiento de imagenes es
la de aislar las diferentes regiones que las componen. Este tipo de tarea es de gran
interés cuando, por ejemplo, es necesario extraer el iris o la region de la pupila de
la imagen de un ojo. Esta puede ser llevada a cabo de manera eficiente usando
las técnicas de procesamiento de imédgenes tradicionales. En este sentido, nuestro
interés no es el de proponer un nuevo método que mejore estas técnicas, sino el de
mostrar las capacidades de las redes regulares para procesar informacion.

La idea es simple, tomamos un modelo de neurona convencional integrate-and-
fire en la que la dindmica neuronal estd definida por un conjunto de parametros a;,
b;. Entonces, definimos una reticula 2D de tamano finito y localizamos una neurona
sobre cada punto de la reticula. Asumimos que cada neurona esta conectada a sus 4
vecinos mas cercanos (el de arriba, el de abajo, el de la derecha y el de la izquierda).
Como la reticula es finita, las neuronas que pertenecen a los bordes tienen menos de
4 vecinos, razon por la qué presentan menos sinapsis. Esta topologia de conexion
define la interaccion entre las neuronas a través de la ecuacion

lli = a; — b,ul + Z wijuj (63)
)

jenn(i

donde u; es la activacién de la neurona i, nn(i) son los 4 vecinos mas cercanos de la
neurona ¢ y w;; son los pesos de las sinapsis. Por simplicidad, asumimos que w;; es
constante en todas las conexiones.

Esta reticula de neuronas puede ser usada para el procesamiento de imégenes.
Para ello, es necesario representar, de algin modo, la informacion de los pixeles de
la imagen. Para lograrlo hemos escogido un método que consta de dos pasos.

e Primero, identificamos cada pixel de la imagen con una neurona particular de
la reticula. Es necesario que la reticula y la figura tengan el mismo tamano.
Por tanto una imagen de NxM pixeles estard asociada con una reticula de
NxM neuronas.
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Figura 6.5. La topologia de interconexion de la red neuronal propuesta estd
basada en una reticula reqular de 2D de grado ¢ = 4 (cada neurona tiene 4 vecinos).
El tamano de la reticula es igual al tamano de la imagen que deseamos tratar.

e A continuacién, la dindmica de cada neurona serd modificada a partir de las
propiedades particulares de la imagen. Las imagenes deben estar codificadas
en una escala de grises normalizada. Asi, la luminancia de cada pixel es un
nimero entre 0, para negro, y 1 para blanco. En este punto, podemos imponer
que el parametro de activacion a; de cada neurona sea igual a la luminancia
normalizada del pixel correspondiente asociado a la misma.

Después de esto, dejamos que la reticula evolucione en el tiempo siguiendo las
ecuaciones del modelo integrate-and-fire. Considerando que fijamos el umbral de
disparo u, en un valor fijo de 1, esta claro que el potencial de membrana u; esta
siempre en el intervalo [0,1] y puede ser interpretado como una fase normalizada
[89]. Nuestro objetivo es investigar la sincronizacién de fase que ocurre en la rejilla
segtin el valor de los pardmetros. Un conjunto de simulaciones computacionales
han demostrado que existe una regién intermedia de pesos sindpticos en los que las
neuronas que pertenecen a un componente conexo de la imagen estan sincronizadas.
Un ejemplo sencillo se muestra en la Fig. 6.6. La imagen original esta representada
en la esquina superior izquierda, la evolucion en el tiempo va de izquierda a derecha
y de arriba hacia abajo. Como puede ser observado, al principio, la activacién
es completamente arbitraria. A medida que el sistema evoluciona, aparece una
sincronizacion de las neuronas que pertenecen a la misma region.
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Figura 6.6. La figura muestra la evolucion dindmica de una reticula de neu-
ronas acopladas mediante pulsos donde la activacion a; de las células es controlada
por la intensidad luminosa de los pixeles que pertenecen a una imagen. Sobre la
esquina superior izquierda se muestra la imagen original. El tiempo evoluciona de
izquierda a derecha y de arriba abajo. Como puede ser observado, en algunos ins-
tantes particulares, las neuronas que pertenecen a una misma Tegion conexra estan
sincronizadas. Este mecanismo podria permitir la deteccion y la extraccion de obje-
tos en imdgenes. Los parametros de simulacion son lo siguientes: w = 0.1, b; = 0.9,
T=0.1yuy =1.
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6.6 Conclusion

Aunque los resultados presentados en este capitulo sean sugerentes, es importante
comentar que no tienen ninguna aplicacion practica realista. Los algoritmos pro-
puestos son demasiado lentos para ser ttiles y no pueden competir con las técnicas
convencionales usadas tradicionalmente en el procesamiento de imagenes. Ademas,
esta discusion no define una metodologia exhaustiva y deja demasiados puntos por
resolver. Sin embargo, es importante hacer notar que nuestro objetivo aqui es sola-
mente el de mostrar que la interaccién entre componentes similares simples puede
conducir al comportamiento global complejo.

Incluso una topologia de interconexion simple como una rejilla regular de 2D
puede producir, en sistemas dindmicos modelados por neuronas, efectos complejos
como la sincronizacion selectiva. Esta clase de interaccion entre vecinos préximos
puede ser responsable de muchos comportamientos relevantes en sistemas biolégicos,
pero no es suficiente cuando tratamos de explicar comportamientos mas complejos.
En este caso, la estructura de la red de interaccion puede tener una gran importancia
en el funcionamiento final del sistema. Los capitulos siguientes estan dedicados al
estudiar en mas profundidad estos aspectos esenciales.
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Capitulo 7

Flujo de informacion en
redes sociales

7.1 Introduccidn

La parte de la tesis titulada Modelos en la frontera trata aspectos relativos a los
sistemas que pueden ser modelizados con un nivel de detalle suficiente como para
ser capaces de realizar predicciones exactas considerando los diferentes efectos que
tienen lugar en un escenario realista. Como puede observarse, estos modelos se basan
en sistemas constituidos como la unién de multiples componentes, pero en los que las
interacciones ocurren siguiendo una topologia regular. Por este motivo, en términos
de contenido algoritmico de informacién, estos sistemas pueden ser considerados
simples.

En esta nueva parte, donde tratamos con modelos complejos, damos un paso sig-
nificativo y comenzamos a considerar sistemas que tienen una estructura complicada,
sobre todo en lo relativo a la descripcion de las interacciones entre sus diferentes
elementos. De este modo, entramos en el mundo de la ciencia de las redes complejas.
El estudio y la caracterizacién de sistemas complejos a través del empleo de redes
es un area de investigacién con una importante actividad en la actualidad, en la
que existen multitud de problemas interesantes abiertos. En este campo, la teoria
de grafos y el andlisis de redes juegan un papel destacado y por este motivo estan
ganando una gran popularidad debido a su capacidad para reducir un sistema a sus
componentes y relaciones simples. Es quizas este poder reduccionista el que permi-
te a la caracterizacién de redes estar presente en diferentes disciplinas cientificas y
tecnoldgicas como la neurobiologia [90, 91, 92, 93], Internet [94], el WWW [95, 96],
la economia [97], etc. Ademds, muchos fisicos han concentrado sus intereses de in-
vestigacion en las redes complejas, tal y como puede ser notado por el nimero de
articulos que han aparecido en la literatura [98, 99, 100, 101, 102, 103] en los ultimos
anos. La mayor parte de los esfuerzos recientes realizados en relacién con las redes
complejas han sido sintetizados en el excelente articulo [104].

Entre las redes complejas, las redes sociales aparecen de un modo natural, y como
en cualquier otro sistema complejo, pueden ser analizadas en el marco de la teoria
de grafos [101, 105]. Un grafo G consiste en un conjunto no vacio de elementos,
denominados vértices, y en una lista de pares no ordenados de estos elementos,

95
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denominados aristas. Si iy j son vértices de GG, entonces se dice que una arista de la
forma (4, j), une 7 con j. Muchos sistemas complejos interesantes estéan construidos
de componentes simples que mantienen relaciones entre si. La representacién de
estos sistemas a través de un grafo es directa, simplemente considerando que cada
componente simple es un vértice y que cada relacion es una arista.

Cualquier estructura social estd compuesta de diferentes tipos de elementos como
seres humanos, grupos de personas, naciones, etc., que estan enlazados siguiendo
un conjunto de reglas que definen la existencia y el grado de sus relaciones. Un
ejemplo muy conocido de red social es el Juego de Kevin Bacon desarrollado por
Brett Tjaden y estudiado por Watts y Strogatz [106] en el contexto del fenémeno
small world. En este modelo, cada actor o actriz se considera como un vértice de
un grafo, dos vértices estan conectados a través de una arista sélo si ambos han
participado en una misma pelicula. Otro ejemplo interesante fue desarrollado por
Newman [101] estudiando las redes de colaboracién cientifica. En este caso, cada
vértice del grafo representa un autor cientifico particular, dos autores estan unidos
cuando han participado al menos en un mismo articulo juntos. Otros ejemplos estan
relacionados con la red de contactos sexuales humanos [108] y con el fenémeno small
world [109, 110].

Por tanto, usando solamente dos ingredientes: los elementos, representados por
los vértices, y las relaciones, representadas por las aristas, es posible definir cualquier
clase de estructura social. En este capitulo estamos especialmente interesados en el
estudio de las redes de colaboracién que surgen en comunidades u organizaciones
humanas. En este sentido, representamos cualquier red social como un grafo simple
en el que cada persona es un vértice y las relaciones son las aristas. Para simplificar,
asumimos algunas restricciones de las impuestas por Watts en su estudio sobre el
fenémeno small world [106]. En particular, las aristas utilizadas en nuestro modelo
son

e Aristas no dirigidas, lo que implica que consideramos relaciones simétricas.

e Aristas no ponderadas, lo que implica que las aristas no tienen asignado ningin
peso.

e Aristas simples, lo que indica que no estan permitidas aristas que unan un
vértice consigo mismo ni miultiples aristas entre el mismo par de vértices.

Empleando estas técnicas, nuestro objetivo en este capitulo es desarrollar un mo-
delo para el flujo de informacion en redes sociales. Usando este modelo, deseamos
analizar como la topologia de una red estd relacionada con la eficiencia de grupos
y comunidades sociales. En esta direccion, nuestro interés esta especialmente con-
centrado en el estudio de redes jerarquicas, porque son las mas populares, estando
presentes en todo tipo de organizaciones tales como empresas comerciales, gobiernos,
el ejército, etc.
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7.2 Un modelo de flujo de informacion en la sociedad

Tradicionalmente, la investigacion en teoria de grafos se ha concentrado en anali-
zar como la informacién se propaga de un vértice al resto, pero considerando que
la informacion puede viajar por las aristas sin sufrir ninguna clase de proceso de
degradacion. Este acercamiento se ha mostrado tutil a la hora de modelizar al-
gunos fenémenos como la propagacion de enfermedades en una comunidad social
[111, 112, 113] o la infeccién de virus y la propagacién de errores en redes de or-
denadores [114]. Sin embargo, vamos a ver que esta visién no es apropiada para la
propagacién de informacién en redes sociales.

Las redes sociales pueden ser de naturalezas muy diferentes (una organizacion,
una empresa, una asociaciéon, una congregacion religiosa, etc.). Nuestro interés
esta concentrado en comunidades en las que las relaciones se establecen a través del
intercambio de cierta informacion. En este contexto, el término informacion debe ser
entendido en sentido amplio. Por ejemplo, en algunas comunidades sociales basadas
en la amistad, las personas pueden ayudarse el uno al otro; entonces, la informacién
puede tomar la forma de esfuerzo, tiempo, dinero, etc. En las empresas, se puede
considerar que las relaciones tienen un componente profesional muy importante, por
tanto la informacién puede materializarse en multiples formas diferentes.

La experiencia muestra que la informacién obtenida de una persona depende en
gran medida del grado de relaciéon que se mantiene con ese individuo particular.
Como queremos representar las relaciones sociales a través de aristas no ponderadas
y no dirigidas, definimos el grado de relacién entre dos personas como la distancia,
en numero de saltos, desde el vértice que representa a una de ellas hasta el que
representa a la otra. Asi, si estamos relacionados en primer orden con una persona
particular, podremos facilmente obtener mucha informacién de ella. Si pensamos en
una relacion de segundo orden, por ejemplo un amigo de uno de nuestros amigos, la
cantidad de informacion que podemos recibir es inferior que para uno de nuestros
amigos mas cercanos y asi sucesivamente.

Con el objetivo de crear un modelo apropiado de esta situacion, definimos una
cantidad que llamamos el grado de coordinacion. El grado de coordinacién mide
la capacidad de los vértices en un grafo para intercambiar informacién. Hay varios
métodos a través de los cuales podemos modelizar esta magnitud. Uno de los mas
sencillos es el de considerar que el grado de coordinacién estd exponencialmente
relacionado con la distancia entre los vértices. De este modo, definimos el grado de
coordinacion ;; entre dos vértices ¢ y j como

Yij = eigdij, (71)

donde d;; es la distancia entre los dos vértices y { es una constante positiva, que mide
la fuerza de la relacion y que vamos a llamar la fuerza de coordinacion. Es importante
comentar que es posible considerar una fuerza de coordinacién diferente para cada
arista del grafo, pero esto conduciria a grafos ponderados, que no consideramos aqui.
Por tanto, como una primera aproximacion, & es considerada constante para cada
grafo particular.
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Magnitudes similares al grado de coordinacién ya han sido presentadas en la
literatura. El trabajo mds notable en este campo es el realizado por Katz [115],
donde el autor considera la suma de e €% a través de todos los caminos a un vértice
particular. Esta clase de acercamiento estd basado en que la informacién puede
viajar siguiendo todos los caminos posibles. Frente a esta situacion, nuestro mo-
delo postula que la informacién sélo viaja siguiendo el camino mas corto entre dos
vértices. En realidad, podria demostrarse que el verdadero comportamiento de la
informacion en las redes sociales se sitia en algin punto entre esos dos extremos: es
decir, tiene tendencia de seguir caminos tan cortos como sea posible, pero eventual-
mente, puede viajar a través de rutas mas intrincadas. En esta direccion, pensamos
que nuestro modelo es mas apropiado que el propuesto por Katz por varios motivos.
Primero, la medida de Katz sélo puede ser expresada en términos de la matriz de
adyacencias del grafo, haciendo que el andlisis y las simulaciones sean mucho mas
complejos. Segundo, el hecho que todos los caminos tengan la misma prioridad
para la propagacion de informaciéon produce ciertas inconsistencias en los resulta-
dos, principalmente cuando se consideran lazos cerrados, donde la informacion, de
algin modo, puede ser amplificada usando este tipo de modelo. Frente a esto, el
grado de coordinacién puede ser facilmente evaluado y puede ser considerado como
una buena aproximacion en grafos de baja densidad, simplemente asumiendo que la
informacion que viaja por rutas secundarias es despreciable.

Aceptando estas suposiciones, podemos definir el grado de coordinacion total de
un vértice ¢ de un grafo como la suma de todos los grados de coordinacion entre ese
vértice particular y el resto

N

[; = Z%‘j, (7.2)

J=1

donde N es el orden del grafo (el nimero total de vértices en ese grafo). Es inte-
resante comentar que esta definicién incluye el grado de coordinacién de un nodo
consigo mismo. Usando la Ec.(7.1) el grado de coordinacién de un nodo consigo
mismo debe ser igual a uno, porque la distancia d;; del nodo a si mismo es cero, y
por consiguiente v; = e €% = ¢% = 1. El grado de coordinacién total de un vértice
es una medida de la cantidad de informacion que el vértice es capaz de recibir por
pertenecer a esa red particular.

De la misma manera, definimos el grado de coordinacion total del grafo como la
suma de los grados de coordinacién totales de todos los vértices que pertenecen a
ese grafo

r=>T. (7.3)

El grado de coordinacion total de un grafo es una medida de la cantidad de infor-
macion que fluye en una organizacion. Mas interesante que el grado de coordinacién
total del grafo es el grado de coordinacion medio del grafo, que definimos como el
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grado de coordinacién total dividido por su orden

BN
= —. (7.4)
i=1 N
Esto nos permite dar una interpretacion interesante del grado de coordinacién medio
de un grafo como una medida de la eficiencia de una comunidad u organizacion,
porque sugiere con cuanta informacion el individuo contribuye a la comunidad.

Un ingrediente bésico de nuestro modelo es que el niimero de relaciones que una
persona puede mantener dentro de una comunidad estd necesariamente limitado.
Por ejemplo, si pensamos en nuestro circulo de amigos podemos ver que el nimero
de personas con la que nos sentimos realmente conectados no es normalmente su-
perior a 5 o 6. Una conclusiéon similar podria ser obtenida en nuestros lugares de
trabajo; el nimero de personas con las que podemos considerar que estamos real-
mente coordinados no es, por lo general, superior a la media docena. Esto podria ser
la consecuencia del hecho de que establecer relaciones con los demas normalmente
consume tiempo, y el tiempo es un recurso limitado.

7.3 Estructura y eficiencia en organizaciones

Una vez que hemos definido el grado de coordinacion medio, seria interesante inves-
tigar como la estructura y el tamano de las organizaciones estdn relacionados. Como
el nimero de familias de grafos es muy elevado, debemos realizar algunas restriccio-
nes para ser capaces de realizar un andlisis exhaustivo sobre las mas caracteristicas.
La primera condicién que podria ser impuesta esta relacionada con el valor medio
del nimero de relaciones que una persona puede mantener, en otras palabras, el
niumero medio de aristas que comienzan en un vértice particular. Por lo general,
a este parametro se le denomina el grado medio del grafo. Siguiendo la notacién
habitual, representamos esta magnitud por la letra ¢. Como comentamos antes, el
nimero de relaciones que una persona puede mantener estd limitado a un nimero
pequeiio. De ahi, podemos considerar sélo grafos que tengan un grado medio bajo.
Por simplicidad, en este trabajo consideramos un grado medio de 4, que permite
tratar facilmente con reticulas regulares 2d. El andlisis con ¢ = 5y ¢ = 6 conduciria
a conclusiones similares.

Otro punto importante del modelo es la fuerza de coordinacion &, que definimos
en la Ec.(7.1). Este pardmetro mide el grado en que la fuerza de la relacién disminuye
con la distancia entre los vértices. Es légico pensar que podria depender fuertemente
de la naturaleza de las relaciones y del tipo de organizacién o de sus miembros. Sin
embargo, esos aspectos psicolégicos y socioldgicos estan fuera de nuestros objetivos.
Por simplicidad, en todas las simulaciones presentadas en este capitulo la fuerza de
coordinacién ha sido fijada a un valor de £ = 2. Aunque otro valor diferente pudiera
haber sido escogido, esta magnitud es razonable, porque el grado de coordinacién
suministrado por cualquier relacién de primer orden es 'y = e 2 ~ 0.135, que indica
un aumento de aproximadamente 13% sobre la informacién asociada a cada vértice
particular aislado.



100 Capitulo 7. Flujo de informacién en redes sociales

7.3.1 Coordinacion en diferentes estructuras de grafo

Una vez que hemos impuesto las restricciones precedentes, el siguiente paso es el
de determinar las diferentes estructuras de grafo que deben ser analizadas. Una
primera opcién son las reticulas regulares. Por tanto, consideramos una reticula
regular de 2d con grado ¢ = 4. Si llamamos n; al nimero de vecinos de grado ¢, para
reticulas de gran tamano, la distribucién de 7 viene descrita de la manera siguiente:
no = 1, n; = 4i. Consiguientemente, usando la Ec.(7.3), el grado de coordinacién
total de un vértice ¢+ vendra dado por

Ti=1+4) je %, (7.5)

i=1

donde 2n% + 2n + 1 = N, siendo N el orden del grafo. Para una reticula regular
infinita (N — o00), esta expresién puede ser evaluada como la derivada de una
progresion geométrica, tomando un valor
4e~¢
=1+ Ao (7.6)

Como consideramos una reticula regular infinita, puede demostrarse que para
todos los vértices del grafo T'; = T' (dado que T; no depende i). Denominaremos ese
valor I',. Puede demostrarse que [', es un limite superior del grado de coordinacién
medio para cualquier reticula regular 2d con ¢ = 4. Hemos realizado simulaciones
numéricas sobre reticulas regulares no peridédicas que se muestran en la Fig. 7.1. En
ella, se observa que a medida que aumenta el orden del grafo, el grado de coordina-
cion medio aumenta asintéticamente hacia ['y,. Es importante destacar que a partir
de un cierto valor del orden del grafo, el aumento en el grado de coordinacién me-
dio se hace muy pequeno. En términos sociolégicos, esto admite una interpretacién
interesante. La eficiencia, que puede ser vista como el grado de coordinacién medio,
no muestra un aumento considerable una vez que la organizacion alcanza un cierto
tamano.

Después de haber analizado las reticulas regulares, intentaremos estudiar cémo el
grado de coordinacién medio cambia cuando se anade un cierto grado de aleatoriedad
sobre la estructura del grafo. Adoptando una aproximacién similar a la utilizada
por Watts y Strogatz [105, 106], definimos una familia de grafos small world basados
en reticulas regulares 2d a través del siguiente algoritmo:

e Se elige el orden N de un grafo y se construye una reticula regular no periédica
con N vértices. Al grafo resultante lo llamamos G.

e Se escoge el valor de un parametro « € [0, 1] que mide el grado de aleatoriedad
con que alteraremos el grafo dado.

e Para cada arista de GG, eliminamos esa arista con probabilidad « y reconecta-
mos de nuevo los vértices implicados de un modo aleatorio. Tras esta opera-
cion, obtenemos un nuevo grafo G, que tiene el mismo niimero de vértices que
G, pero que esta conectado de un modo irregular que depende del valor de .



7.3. Estructura y eficiencia en organizaciones 101

221

g
©
T

\\

Average Coordination Degree

=
S
T

12

1 I I I I I ]
0 50 100 150 200 250 300

Order of the Graph (Number of members)

Figura 7.1. Grado de coordinacion medio T, de una reticula regular con
c =4y & = 2. Las simulaciones han sido realizadas para ordenes que varian de
N =1 a N = 300. La linea discontinua representa el limite superior "o, para esta
opcion de parametros ¢ y &. FEs importante comentar que hemos usado reticulas 2d
no periodicas en las simulaciones. Para grafos de orden menor que N =4 el grado
del grafo c es igual a N.

La pregunta que surge inmediatamente es como el grado de coordinacién medio
depende de o. Cuando @ =0, G = G, y el grafo es una reticula regular 2d no pe-
riodica. Esta situacion fue descrita en la Fig. 7.1. Si elevamos el valor del parametro
de aleatoriedad «, el grafo se hace cada vez mas arbitrario. Simulaciones numéricas
para diferentes valores del parametro de aleatoriedad a han sido realizadas, los re-
sultados se muestran en la Fig. 7.2, donde se observa que el grado de coordinacién
medio aumenta cuando el valor de o aumenta. Es también interesante comentar
que, para ciertos valores de «, el grado de coordinaciéon medio sobrepasa el limite
' de la reticula regular. Para ofrecer una mejor comprension del papel desem-
penado por el pardmetro de aleatoriedad «, hemos usado un grafo con 300 nodos,
y hemos realizado diferentes simulaciones para varios valores de a. El resultado se
muestra en la Fig. 7.3, en la que se observa que la variacién de T’ con « sigue una
funcién mondtona no lineal.

Como una secuencia natural del andlisis anterior, consideramos ahora el com-
portamiento del grado de coordinacién medio de un grafo aleatorio. Para construir
un grafo aleatorio tomamos el modelo tradicional Erdés Rényi [107]. Comenzando
con N nodos, cada par de nodos esta conectado con probabilidad p y no conectado
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Figura 7.2. Grado de coordinacion medio T, para una reticula pseudo reqular
2d con ¢ =4 y & = 2. El pardmetro de aleatoriedad o toma los valores, desde la
curva inferior a la curva superior, 0, 0.25, 0.5, 0.75, y 0.99 respectivamente. Las
simulaciones han sido realizadas para ordenes que varian de N =1 a N = 300. La
linea discontinua representa el limite superior Iy para reticulas requlares 2d.

con probabilidad 1 — p. También debemos considerar la restriccién impuesta antes,
es decir el grado medio del grafo debe ser igual a 4. En esta situacién, podemos
facilmente demostrar que

4

P=NTT (7.7)
Utilizando este resultado, podemos construir un grafo aleatorio para cualquier valor
de N, asumiendo un grado de distribucién medio de 4. Como hicimos previamente
con las reticulas regulares, podemos tratar de encontrar un limite superior para el
grado de coordinacién medio de un grafo aleatorio con ¢ = 4. Es facil demostrar
que el valor maximo para el grado de coordinacién medio se alcanza cuando todos
los vecinos de orden m son siempre nuevos vértices (no son vecinos de i en ningin
orden menor que m). Como cualquier vértice sobre un grafo arbitrario tiene, por
regla general, ¢ nuevos vecinos, es facil entender que cuando N — oo, alcanzamos
un limite superior para el grado de coordinacién medio

T= Z(ce%)i, (7.8)
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Figura 7.3. Grado de coordinacion medio T, como una funcion del
pardmetro de aleatoriedad o en reticulas pseudo regqulares con ¢ = 4 y & = 2. Los
computos han sido realizados para un grafo fijo de orden N = 300.

que es igual a
1

1 —ce ¢

cuando ce~¢ < 1, e 0o en el resto de los casos. En nuestro caso, ¢ =4 y &€ = 2, asf,
I'? es un limite finito superior para el valor del grado de coordinacién para cualquier
grafo con el mismo grado de medio. En la Fig. 7.4, se muestra una simulacién de
mas de 500 grafos aleatorios diferentes con ¢ = 4. Puede ser observado que el valor
del grado de coordinacién medio estd siempre bajo el limite TZ. Este resultado
junto con los obtenidos en el andlisis de otros tipos de grafos, muestran que la
misma conclusion podria ser obtenida independientemente de la estructura del grafo.
Por consiguiente podemos concluir que el punto clave estd en la hipdtesis usada en
nuestro modelo acerca de la degradaciéon de la informacion. Un rasgo interesante,
que puede ser observado en la Fig. 7.4 es la convergencia bastante lenta del grado
de coordinacién. De hecho, puede ser probado que sigue una ley de potencias con
correcciones logaritmicas. El comportamiento de esta ley de potencias puede ser
recuperado truncando la suma en un n fijo:

T = =T, (7.9)

_ —&n 1
T, = %ce—f, (7.10)

donde n es el diametro del grafo y n =log, N



104 Capitulo 7. Flujo de informacién en redes sociales

221

g
©
T
"
“

)

Average Coordination Degree
P
o
T

g
IS
T

1 I I I I I ]
0 50 100 150 200 250 300

Order of the Graph (Number of members)

Figura 7.4. Grado de coordinacion medio T, para grafos arbitrarios con
grado medio ¢ = 4 y & = 2. Los computos han sido realizados para grafos cuyos
ordenes varian de N = 1 a N = 300. La linea discontinua representa el limite
superior I'2 .

Uno de los desafios mas interesantes que este modelo sugiere es la solucién del
problema siguiente: considerando un conjunto de N nodos, un grado ¢ y un valor
para la fuerza de coordinacion &, tratar de encontrar la estructura topoldgica del
grafo que los una, de modo que el grado de coordinaciéon medio del mismo sea el
maximo de todos los grafos posibles con el mismo N, ¢, y £. Una respuesta rapida e
incorrecta es pensar que dicho grafo es un arbol c-regular. Como es sabido, un arbol
infinito es un grafo perfectamente expansible, de modo que la coordinacién media
para tal arbol serd el maximo posible. Lamentablemente, cuando el grafo que se
considera es finito, el arbol deja de ser perfectamente expansible. Hay un conjunto
de grafos finitos perfectamente expansibles denominado grafos de Moore, que son
los grafos c-regulares més eficientes, en el sentido de que cada vértice alcanza ¢ — 1
nuevos vértices a la vez, pero ha sido probado [116] que esta clase de grafos no es
realizable excepto en algunos casos muy particulares. Por tanto, la cuestion relativa
a encontrar un grafo que maximice el grado de coordinacién medio para un nimero
dado de nodos de grado constante todavia sigue abierta.
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7.3.2 EIl limite 150

En relacion con la discusién precedente, es interesante destacar que algunos cientificos
proponen la existencia de un limite natural para el nimero maximo de miembros
en grupos y organizaciones sociales. Probablemente el trabajo mas importante en
esta direccién es el realizado por el antropélogo britdnico R. Dunbar [117], quien
relacioné el tamano del neocortex (una parte del cerebro relacionado con las ca-
pacidades sociales y lingiiisticas) y el tamano méximo del grupo en los primates.
Aplicando esta relacion para el Homo Sapiens, se estimo que el tamano méaximo de
grupo en este caso es de 147.8, es decir, aproximadamente 150.

En la literatura antropolégica, el nimero 150 aparece una y otra vez en relacion
con el tamano méximo de organizaciones y grupos. Segin [118], en 21 sociedades
indigenas diferentes que van desde los Walbiri de Australia a los Tauade de Nueva
Guinea, pasando por los Ammassalik de Groenlandia y los Ona de Tierra de Fuego;
se ha determinado que el nimero medio de individuos en sus poblados es de 148.4.
Las mismas conclusiones son obtenidas en grupos religiosos como los Hutterites que
tienen una politica estricta por la que siempre que una colonia se acerca a los 150
individuos, esta se divide en dos y se comienza una nueva. Otro ejemplo interesante
que aparece en [118] es la empresa americana Gore Associates, una firma de alta
tecnologia que tiene su central en Newark, Delaware, en la que cada vez que una
sede alcanza los 150 empleados, esta se divide en dos.

Aunque estos argumentos parezcan plausibles, no dan ninguna explicacién acerca
de la existencia de comunidades de otros tamanos diferentes. Es evidente que no
todas las empresas, instituciones o congregaciones religiosas estan compuestas de
grupos de 150 personas. Seria facil encontrar cientos de ejemplos de organizaciones
con tamanos de miles de personas, cuyos miembros no muestran ningin sintoma de
sobrecarga de informacion. Sin embargo, la existencia propuesta de un limite para
la informacion con la que una persona puede tratar en una comunidad particular
parece razonable. La explicacion de esta paradoja puede ser obtenida analizando la
relacion entre la cantidad de informacion, el nimero de miembros y la estructura de
las redes sociales.

Una de las conclusiones més importantes que pueden ser extraidas del modelo
propuesto en este capitulo es que la cantidad de informacién que un individuo es
capaz de recibir de la red no es proporcional al nimero de miembros de la comunidad,
sino que sigue una pauta fuertemente no lineal que converge a un valor constante y
finito para N suficientemente grande. Esto tiene una interpretacién social inmediata,
desde el punto de vista del individuo, una vez que el valor del grado de coordinacién
medio estd cerca del limite, un aumento significativo del nimero de miembros en la
organizacién no produce un aumento del grado de coordinacién medio. Esto significa
que la informacion recibida por un individuo que pertenezca una red particular
podria estar bajo el limite de Dunbar independientemente del nimero de miembros
que la compongan. Asi, la red puede crecer indefinidamente sin ninguna clase de
sobrecarga de informacién.

Por otra parte, también hemos visto que la relacién entre el grado de coordina-
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cién medio y el nimero de miembros depende fuertemente de la estructura de la
organizacién. Podria ser posible que para algunas estructuras particulares, la can-
tidad de informacién recibida por los vértices alcance el limite de Dunbar para un
nimero particular finito de sus miembros, que podria ser el citado limite 150.

En cualquier caso, el andlisis realizado en este capitulo muestra que el tamano de
una organizacion no puede ser entendido solamente en términos de las propiedades
psicologicas de sus miembros como propuso Dunbar. La estructura y las propiedades
de transferencia de informacién de la red también pueden desempenar un papel
definitivo en este sentido.

7.4 Flujos de informacidon en organizaciones

Como puede comprenderse al leer la seccion precedente, el grado de coordinacion
medio puede tomar valores muy diferentes en una organizaciéon dada dependiendo
de la estructura topolégica de las relaciones entre sus miembros. Por tanto, debemos
aceptar que la estructura tiene un impacto notable sobre la eficiencia global en estas
redes. Ademas, es razonable pensar que esta topologia deberia ser diseiada de modo
que maximice este parametro, principalmente en el caso organizaciones basadas en
la informacion. Al observar la estructura de la mayoria de las organizaciones es facil
darse cuenta de que las empresas comerciales, las organizaciones gubernamentales,
el ejército e incluso las universidades siguen, por lo general, reglas estrictamente
jerarquicas en el diseno de su topologia. Uno puede pensar que este hecho esta
probablemente relacionado con el objetivo de maximizar la eficiencia. Sin embargo,
esto estd lejos de la realidad. Algunas simulaciones presentadas en la Fig. 7.5,
muestran que los arboles regulares son una de las peores topologias que uno puede
elegir en términos de transferencia de informacién.

Este hecho sugiere que pueden existir motivos mas fuertes que la eficiencia de-
sempenando algin papel crucial en este tipo de redes sociales. Una explicacién
razonable de este hecho es que ese tipo de comunidades sociales estan principalmen-
te basadas en relaciones de autoridad. Por tanto, las estructuras jerarquicas son las
preferidas porque reflejan claramente la posicién que cada actor ocupa dentro de la
organizacién. Por este motivo, en la seccién siguiente, estudiaremos en profundidad
las redes jerarquicas y trataremos de mostrar que esta clase de topologias son un
reflejo de las relaciones de autoridad, beneficiando los niveles jerarquicos mas altos
en términos de transferencia de informacion.

7.4.1 Redes jerarquicas

En esta seccion, estamos especialmente interesados en el analisis de redes sociales
basadas en una topologia jerarquica. El ejemplo més caracteristico de grafos con
esta estructura esta en los arboles regulares. Un arbol regular es un grafo regular
(todos los vértices tienen el mismo grado ¢) que es conexo (existe siempre un camino
que une cualquier pareja de sus vértices) y que no contiene ningin bucle (no hay
ningin camino que vaya de un actor a si mismo que no visite el mismo vértice dos
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Figura 7.5. Eficiencia para diferentes topologias en términos del grado de
coordinacion medio. Todos los grafos comparten el mismo numero de actores, N =
485, y el mismo grado, ¢ = 4.

Figura 7.6. Un drbol truncado regular con profundidad A = 3 y grado ¢ = 4.

veces). Cada drbol regular tiene un vértice particular, denominado nodo raiz o cima
del arbol, que es el vértice més central en el grafo. Es importante destacar que,
por definiciéon, un arbol regular debe tener un orden infinito. Para ser capaz de
tratar con grafos finitos, a partir de un arbol regular, definimos su arbol regular
truncado de profundidad A como la vencidad de orden A — 1 del nodo raiz (el
subgrafo constituido por todos sus vecinos de orden menor o igual a A — 1 y las
aristas que los interconectan).
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La Fig. 7.6 muestra un arbol truncado regular con A = 3 y ¢=4. Es facil
comprobar que este arbol no es realmente regular porque los vecinos de orden 2 del
nodo raiz no tienen ¢ aristas. Sin embargo, por claridad, en el resto de este capitulo,
evitaremos usar el término truncado y hablaremos directamente de arboles regulares
de profundidad A y grado ¢ para referirnos a su forma truncada.

Nuestro objetivo en esta seccion es desarrollar un marco matematico para el
estudio del flujo de informacién en términos del grado de coordinacién en arboles
regulares jerdrquicos que representen redes sociales. Con este objetivo en mente,
seguimos una estrategia que consiste en dos pasos. Primero, investigamos como la
informacién fluye desde las ramas hasta a la cima del drbol. Acto seguido, evaluamos
el grado de coordinacion para cada vértice en la direccion opuesta: comenzando por
la parte superior y terminando en la inferior. Finalmente, mostramos que esta
técnica conduce a una expresion recurrente, que puede ser usada para calcular el
grado de coordinacién de cualquier actor en la red. Sin embargo, antes de comenzar
a hacerlo, es necesario definir algunos parametros adicionales.

Definimos el nivel desde abajo ¢ de un vértice en un arbol regular como el nivel
que este ocupa en la jerarquia, comenzando la cuenta en la parte inferior del arbol.
Por ejemplo, en un arbol con 6 niveles (A = 6), 4 toma valores entre 1, para los
nodos en el nivel jerdrquico més bajo, y 6, para la raiz.

Definimos el nivel desde arriba v de un vértice en un arbol regular como el nivel
que ocupa en la jerarquia comenzando a contar por la parte superior. Por tanto, en
el ejemplo precedente, v varia entre 6, para los nodos mas bajos, y 1, para la cima.
Es interesante comentar que, en todo arbol regular con profundidad A, un vértice
con nivel desde abajo ¢ debe tener v = A — § + 1 y viceversa.

Ahora, definimos la informacién exportada Y de un vértice como el grado de
coordinacién de este vértice en el subgrafo constituido por todos sus vecinos loca-
lizados bajo ese vértice particular (todos los nodos con nivel desde abajo inferior
para los que exista un camino hacia el vértice dado en ese subgrafo). En &rboles
regulares, todos los vértices con el mismo § tienen la misma informacién exportada,
por este motivo, podemos decir que Y; es la informacién exportada por cualquier
vértice con nivel desde abajo ¢.

Puede ser entendido que T; = 1, porque todos los nodos con § = 1 no tienen
vecinos con nivel desde abajo inferior. Subiendo en el arbol, podemos ver que
Ty = 1+ (¢ — 1)e ¢ (su propia contribucién méas la contribucién de sus ¢ — 1
vecinos inferiores) y T3 = 1+ (¢ — 1)e (1 + (¢ — 1)e ). Obsérvese que esta
expresiéon podria ser escrita en una forma mas compacta de la manera siguiente:
Ty = 1+ (c—1)e T, T3 = 1+ (¢ — 1)e7éT,. De hecho, puede demostrarse
por induccién, que esta relacion es cierta para todo nivel desde abajo en un arbol
regular jerarquico. Entonces podemos obtener una expresién general recurrente para
la informacién exportada de la manera siguiente

T,=1, sii1=1
{ Ti=1+ (C — 1)€7§Ti_1, st >1 (711)
A partir de estas ecuaciones recurrentes uno puede obtener, T; = =" donde Yy =

1-y
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(c—1)e~¢, y con la expresién de la informacion exportada, podemos calcular el grado
de coordinacion que cada vértice obtiene. Soélo tenemos que considerar un arbol
regular con profundidad A y grado c¢. La simetria del arbol hace facil entender que
el grado de coordinacién de todos los vértices que ocupan el mismo nivel desde arriba
en la jerarquia es idéntico. Por tanto, llamamos I',, al de grado de coordinacion para
todos los vértices de nivel desde arriba v. Para arboles regulares, puede ser probado
que la informacién que un nodo recibe de cualquiera de sus aristas inferiores es
proporcional a la informacion que el vértice situado al otro lado de esa arista exporta.
Esto es debido a que en un arbol regular existe un sélo camino independiente que
una un par de nodos, por tanto los vértices que pueden ser alcanzados desde una
arista particular son sélo accesibles a través de ella.

Con estas premisas, es sencillo demostrar que el grado de coordinacién de la
raiz de un arbol toma un valor I'j = 1 + ce ¢ ,_;, descendiendo un escalén en la
jerarquia, podemos observar que 'y = 14+ (c—1)e Ty _s+e S+ (c—1)e 2T _1, que
puede ser escrito de manera mas compacta como 'y = 1+ (¢ — 1)6*5TA,2 —i—e*(Fl -
e~ €T, 1). Esta expresién tiene en cuenta la propia contribucién del vértice, 1, la
contribucién que llega desde las aristas inferiores, (¢ — 1)e=¢T 5 5, y la contribucién
obtenida a través de la arista superior, e ¢(I'y — e ¢T,_;). Esta relacién puede
ser generalizada para todos los niveles intermedios del drbol del modo siguiente:
Ti=1+(c—1)e Ty ;+e ([ 1 —e *Tp ;11). Sin embargo, para los vértices del
fondo del arbol, no hay aristas inferiores, por tanto la expresién obtenida para ellos
es'y =1+ e‘g(FA,l - 6_5). Estas relaciones pueden ser compactadas en una sola
expresion recursiva de la forma

Di=1+ce Ty ; sii=1
=1+ (C — 1)6_§TA,Z' + €_§(Fi,1 — 6_§TA,7;+1), stl<i<A (712)
[i=1+e Ty —e9), sii=A

Utilizando esta ecuacién junto con la solucién de la Ec.(7.11) uno puede evaluar
analiticamente la informacién, I';, que cada actor es capaz de obtener dentro de
una organizacion estructurada como un arbol regular. Debido a estos resultados,
es posible analizar como la informacion es distribuida dentro de las estructuras
jerarquicas, tarea que es desarrollada en la seccién siguiente.

7.4.2 Distribucion de informacion y crecimiento jerarquico

Como hemos visto previamente, la topologia jerarquica es sub6ptima en términos de
eficiencia. Conociendo este hecho, una cuestién interesante es determinar por qué
muchos lideres de empresas y organizaciones escogen esta clase de topologia. Dado
que las redes jerarquicas estan por lo general basadas en relaciones de autoridad entre
los actores, si somos capaces de demostrar que existe una conexién estrecha entre
el nivel jerarquico de un actor y la informacion que recibe, podriamos obtener una
justificacién plausible sugiriendo por qué esta clase de estructura es tan comun. Para
demostrarlo, nuestro interés debe concentrarse en investigar como la informacion se
distribuye entre los actores de una comunidad. Para observar qué efecto tiene una
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Figura 7.7. Distribucion de probabilidad del grado de coordinacion en un
grafo aleatorio de orden N = 200 y grado medio ¢ = 3. La figura ha sido rea-
lizada como un promedio de 150 grafos diferentes. Los vértices aislados han sido
eliminados.

topologia jerarquica sobre la distribucion de la informacién, es interesante ver cémo
esta informacion esta distribuida en otras estructuras diferentes. Para simplificar,
hemos escogido las més tipicas: reticulas regulares y grafos aleatorios.

La Fig. 7.7 representa la distribucién de probabilidad del grado de coordinacion
en un tipico grafo aleatorio. Puede observarse que la mayor parte de los vértices estan
localizados cerca del maximo de la distribucién en forma de gamma, mientras sélo
una minoria recibe claramente una cantidad diferente de informacién que el resto.
Estas fluctuaciones son principalmente producidas por la distribucién del grado en
si misma, que, como es conocido, sigue una ley de Poisson en todo grafo aleatorio
[98]. Este resultado indica que algunos actores de la red reciben més informacion,
pero con el coste de aumentar el nimero de relaciones que mantienen, y por tanto,
aumentando el tiempo y el esfuerzo necesario para el desarrollo de sus interacciones
sociales.

Al considerar reticulas regulares, el andlisis es mucho mas simple. Para las
reticulas regulares infinitas o periddicas, todos los vértices desempenan el mismo
papel en la red y, por tanto, todos comparten el mismo grado de coordinacion. Asi, la
distribucién de probabilidad de la informacién es una funcion delta de Dirac centrada
en el valor particular del grado de coordinacién medio. Esto indica que, en términos
de informacién, las reticulas regulares son las estructuras mas democraticas, porque
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Figura 7.8. Distribucion de probabilidad del grado de coordinacion en un
arbol truncado reqular de profundidad A = 8 y grado ¢ = 3. La fuerza de coordina-
cion estd fijada a un valor & = 1.0.

todos los actores de la comunidad reciben la misma cantidad de informacién.

Sin embargo, los arboles jerarquicos tienen un comportamiento interesante. Co-
mo puede ser evaluado a partir de la Ec.(7.12), la distribucién del grado de coordi-
nacion de los vértices sigue una forma monoétona como la representada en la Fig. 7.8.
Puede ser observado que el nimero de nodos que comparten un valor particular del
grado de coordinacién disminuye con este. Frente al comportamiento de los grafos
aleatorios, los vértices que reciben mas informacién no poseen un nimero mas alto
de aristas porque, en los arboles regulares, todos los nodos tienen el mismo gra-
do (para los arboles truncados regulares esto es verdadero excepto en los vértices
localizados en el nivel jerarquico més bajo).

Aunque nada se ha dicho sobre la posicién de los vértices privilegiados, podemos
imaginar que este hecho tiene una relaciéon con la posicién que estos ocupan en
la jerarquia. Efectivamente, como la Fig. 7.9 muestra, el grado de coordinacién
de los vértices del arbol depende exclusivamente de su nivel desde arriba. Puede
observarse que cuanto mas alta sea la posicion en la jerarquia, mayor sera la cantidad
de informacion que puede ser manejada. Esta es ciertamente una conclusion muy
interesante porque muestra que la topologia en esta clase de redes beneficia de
manera intrinseca a los nodos localizados en los niveles superiores de la jerarquia,
permitiéndolos recibir mas informacién por arista que todos los vértices localizados
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Figura 7.9. Grado de coordinacion de los vértices como una funcion del
su nivel en la jerarquia. La simulacion ha sido realizada con un drbol truncado
reqular de profundidad A = 8 y grado ¢ = 4 para 5 valores diferentes de la fuerza de
coordinacion.

en posiciones inferiores.

De hecho, puede demostrarse que esta es una conclusién muy general para arboles
regulares. Independientemente del nimero de relaciones ¢ de cada vértice, y de
la fuerza de coordinacién &, dados dos nodos cualesquiera con nivel desde arriba
v < v, se verifica siempre que I',; > I'yo. Esto indica que la estructura jerarquica
garantiza que, en términos de informacion, la eficiencia de las relaciones siempre
mejora a medida que ascendemos en el arbol. Asi, considerando que todos los
actores invierten el mismo esfuerzo en relacionarse con los demads, la posicion en la
jerarquia determina la cantidad de informacion que puede ser obtenida.

Estas ideas pueden justificar por qué la mayor parte de las organizaciones son
jerarquicas. Para clarificar estos conceptos, podemos desarrollar un modelo sim-
ple de crecimiento en comunidades sociales. En cualquier tipo de organizacién, es
razonable asumir que los actores son sélo capaces de utilizar un tiempo limitado re-
lacionandose con el resto. Es decir, el nimero de relaciones que se pueden mantener
estd limitado a un nimero ¢ fijo (el grado de cada vértice esta entre 0y ¢). Ademds,
aceptamos que todos los actores hacen el mismo esfuerzo para mantener estas rela-
ciones, es decir, la fuerza de coordinacién de las relaciones ¢ es la misma para todos
ellos. Para que el modelo de crecimiento sea apropiado, también debemos asumir
dos reglas mas. En primer lugar que la red social estda compuesta originalmente
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por un solo actor y que el crecimiento ocurre por la adicién de actores nuevos. En
segundo lugar que todos los nuevos vértices anadidos a la red pueden establecer una
sola relacién con cualquiera de los miembros preexistentes. Ademads, la arista que
representa esta relacion debe ser establecida de modo que el nuevo vértice obtenga
un grado de coordinacién (informacién) maximo de la red. Con estas restricciones
simples, es facil demostrar que la red crece siguiendo una topologia en forma de arbol
jerarquico, porque todos los nuevos vértices tratan de unirse al nivel jerarquico mas
elevado que tenga al menos una relacién libre (un grado inferior a c).

Esta es una conclusiéon notable porque proporciona una explicacion sobre por
qué la mayor parte de empresas y organizaciones se disponen siguiendo estructu-
ras estrictamente jerarquicas y también ilustra por qué, por lo general, los niveles
mas altos de la jerarquia son ocupados por los miembros més viejos. Sin embargo,
para que este modelo sea plausible, seria interesante justificar por qué los nuevos
vértices desean establecer su arista maximizando el grado de coordinacién. En la sec-
cion siguiente mostramos que el grado de coordinacion es ciertamente un parametro
apropiado para la medida de la centralidad (la influencia) que un actor tiene dentro
de una organizacion.

7.4.3 Centralidad y dominacién en organizaciones

Las medidas de centralidad en redes sociales constituyen una tentativa de evaluar
el poder o la influencia que cada actor tiene dentro de una comunidad. Hay muchas
alternativas diferentes para medir este tipo de parametros, pero seguramente las
mas populares son la centralidad por cercania, C., y la centralidad por betweeness,
Cy [119]. La centralidad de cercania esta definida en términos de distancia entre los
nodos del grafo. Considerando un vértice v

Ce(v) = : (7.13)

donde G es el conjunto de todos los vértices del grafo y d,; es la distancia entre los
nodos v e i. Por otro lado, la centralidad por betweeness viene definida en términos
del niimero de caminos mas cortos que atraviesan un vértice dado v

1
O = ) (7.14)

1,JEG

donde G es de nuevo el conjunto de todos los vértices del grafo y b,(7, j) es igual a
1 si el camino méas corto entre ¢ y j pasa por v y 0 en caso contrario.

Es importante comentar que ambas definiciones de centralidad mantienen una
relacién estrecha con la nocién de flujo de informacién en una red social. Segin [101],
Cjp es una medida del control que un actor tiene sobre la informacién que fluye entre
los demds, mientras que C. es una medida de la influencia del vértice, en términos
de su acceso a la informacion. Ciertamente, considerar el promedio de las distancias
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que un vértice mantiene con el resto de un grafo conexo es una medida apropiada
de la informacién que este puede alcanzar. Sin embargo, esta medida no tiene en
cuenta otros parametros importantes como la fuerza de la relacién. Por esta razon,
proponemos el grado de coordinaciéon como una medida alternativa de centralidad
en términos de la informacion que un vértice puede alcanzar. De hecho, es facil
demostrar que ambas medidas mantienen una relacién muy estrecha: considerando
dos nodos u y v en un grafo, puede ser demostrado que si C.(u) > C.(v) entonces,
para cualquier valor de la fuerza de coordinacién £ > 0, I’y > I', (observe que si
S dui <Y dy; entonces, para todo £ > 0, Y e ¢ >3 e 7¢dvi) Como una medida
i€q i€G i€G i€q
de centralidad, el grado de coordinaciéon proporciona la influencia que cada actor
tiene en una comunidad social, por tanto, los actores que se integran en una nueva
red social trataran de engancharse a ella de modo que maximicen este parametro, tal
y como asumimos en el modelo de crecimiento propuesto en la seccién precedente.
Aunque el grado de coordinacién sea una buena aproximacion para medir la
influencia global que un vértice tiene en una red, no es apropiado para medir la
supremacia que ese vértice tiene sobre los demas. En redes jerarquicas, donde las
relaciones son establecidas por conexiones de autoridad, seria interesante definir un
nuevo parametro que evalie la supremacia. Una medida alternativa para medir
la autoridad, en términos de control de la informacién entre actores, debe evaluar
la diferencia relativa de informacion entre los dos vértices. Asi, considerando dos
vértices v y u sobre un grafo, definimos la dominaciéon de informacién de v con
respecto a u como en ese grafo como

Ayp = 21— (7.15)

El predominio de informacion puede ser usado para observar otro rasgo intere-
sante de la topologia jerarquica. Teniendo en cuenta las propiedades de los arboles
regulares que citamos antes, es facil entender que si u ocupa una posicion més
alta que v en la jerarquia, entonces A,, > 0. Ademads, este parametro depende
fuertemente del valor de la fuerza de las relaciones. Como la Fig. 7.10 muestra,
considerando la dominacion del vértice superior con respecto a cualquiera de sus
subordinados, un méximo pronunciado aparece en la regién de bajo & (fuerza de
las relaciones elevada). Este méximo puede ser calculado analiticamente usando las
Ecs.(7.11-7.12).

Puede ser demostrado que este resultado es muy general y aplicable a todos los
niveles de la jerarquia y a cualquier arbol regular. Intuitivamente, es facil compren-
der que cuando £ = oo no hay ningun flujo de informacioén sobre la organizacion y
['; = 1 para todos los vértices. Aplicando la Ec.(7.15) podemos ver que A,, = 0
independientemente de la posicién de v y v. Por otra parte, cuando & = 0 no hay
ninguna degradacién de la informacién y I'; = N, donde N es el nimero de vértices
en el grafo, consiguientemente A,, = 0 una vez mas. Como A, > 0, necesariamen-
te debe haber al menos un maximo (observe que A,, > 0 para valores intermedios

de §).
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Figura 7.10. Dominacion de informacion del vértice raiz en un drbol trunca-
do reqular de profundidad A = 8 y grado ¢ = 4. Puede observarse que la dominacion
toma un maximo para un valor de & proximo a 0.5, que se puede considerar como
una fuerza de coordinacion elevada.

7.5 Conclusiones

Aunque haya algunas mejoras que pueden ser realizadas sobre el modelo, es impor-
tante comentar que un modelo tan simple de las relaciones humanas es capaz de
explicar rasgos importantes que aparecen en las redes sociales como la existencia de
una relacion estrecha entre la estructura de la red y su eficiencia. Es también inte-
resante comentar que la misma conclusién general puede ser obtenida con cualquier
otro modelo simplemente asumiendo que el nimero de relaciones esta limitado y que
la propagacién de informacién conlleva una degradacion.

Incluso aunque el modelo explique algunas caracteristicas notables de las redes
sociales, hay varias inconsistencias que necesitan ser desarrolladas e investigadas
con mayor profundidad. Una de ellas es relativa al problema de convergencia que
aparece en la evaluacién del grado de coordinacién para algunas estructuras de red.
Aunque esta divergencia pudiera ser interpretada como un sintoma de sobrecarga de
informacion en la red, podria conducir a algunos problemas en la interpretacién del
modelo. En este sentido, seria interesante realizar algunas mejoras, principalmente
en el modelado de la degradacion de la informacién. Otro rasgo incompleto es la
caracterizacion de la fuerza de coordinacion £. Ha sido definida como una constante
que depende de la naturaleza de la relacion, pero una interpretacién y un analisis
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mas profundos serian deseables.

Los modelos sociales usados aqui han sido escogidos por su simplicidad. No
deben ser considerados como descripciones realistas de las interacciones entre las
personas en comunidades y organizaciones. Modelos mas desarrollados deberian
tener en cuenta otros efectos diferentes como: fuerzas de relacion diferentes, grados
de distribucién realistas (scale free [104], etc.), aristas dirigidas y ponderadas, etc.

En cualquier caso, el modelo propuesto introduce varios conceptos interesantes y
novedosos que pueden ser de gran interés en el analisis de los flujos de informacién en
redes sociales. A modo de ejemplo, hemos introducido un anélisis detallado en redes
jerarquicas, que son las mas populares en empresas y otros tipos de organizaciones.
Hemos mostrado que esta clase de topologia beneficia principalmente a los niveles
mas altos, proporcionandolos una posicién central superior y mejorando su dominio
de la informacién. Mas aun, demostramos que las estructuras jerarquicas no son
optimas en términos de eficiencia de la informacién, sino que en cambio, son el
resultado del objetivo individual de maximizar la influencia que cada actor tiene
dentro de la estructura.

Finalmente, queremos comentar que esta clase de acercamiento al problema del
flujo de informacién en redes sociales puede ser muy importante para empresas, or-
ganizaciones y hasta consultoras. Por esta razén, seria muy interesante investigar
la capacidad de esta clase de modelos para extraer roles y patrones de redes socia-
les reales. Esta clase de resultados podrian ser relevantes para la planificacion de
recursos humanos. En este sentido, la dificultad principal a la hora de realizar este
tipo de investigacién viene de la ausencia de metodologias fiables para obtener los
datos en escenarios reales. Consiguientemente, este podria ser un punto de partida
apropiado para desarrollar con mayor profundidad los modelos propuestos.



Capitulo 8

Redes complejas en los
mercados de Internet

8.1 Introduccidn

Una de las carencias mas importantes cuando las empresas planean el desarrollo de
nuevos sitios web es la ausencia de modelos matematicos realistas que proporcionen
predicciones sobre el comportamiento de los mercados de Internet. De la misma
manera que podemos encontrar modelos para diferentes fenémenos en la economia
tradicional (modelos de equilibrio, de oferta y demanda, modelos de competitividad,
etc.), podria ser 1til desarrollar explicaciones mateméticas para los mercados de
Internet. Con esta idea en mente, en este capitulo, nuestro objetivo es introducir un
modelo de la dindmica competitiva de los mercados del World Wide Web (WWW).
Algunos modelos similares ya han sido presentados en la literatura cientifica en los
ultimos anos, principalmente describiendo la dindmica competitiva en Internet y
otros fendmenos relacionados con el World Wide Web [120, 121, 122].

Para entender los aspectos esenciales del modelo que proponemos, es importan-
te observar un nimero de caracteristicas de los mercados que deseamos analizar.
En primer lugar, obsérvese que el WWW es simplemente un conjunto de entida-
des, denominadas normalmente sitios web o portales, que compiten por un recurso
limitado (los visitantes o clientes), respetando un conjunto de reglas predefinidas.
Estas reglas vienen impuestas por la propia naturaleza de los mercados y son las
que gobiernan las interacciones entre los sitios. En segundo lugar, es fundamental
entender que estas interacciones tienen lugar de modos diferentes, dependiendo de
las caracteristicas particulares de los sitios que estén en competiciéon. Por consi-
guiente, es necesario aceptar que, en un entorno realista de Internet, la topologia
que describe la red de estas interacciones debe tener una estructura compleja. Por
estos motivos, cualquier descripcion conveniente del mercado del WWW debe tener
en cuenta estos dos aspectos: la descripcién individual de la evolucién dindmica de
los sitios y la topologia de interconexion de su red de interaccion.

La evolucién individual del trafico en cada uno de los sitios es evaluada a través
de un modelo basado en las ecuaciones de competitividad de Lotka-Volterra [120].
El objetivo del modelo es capturar los aspectos esenciales de los procesos competi-
tivos que ocurren en Internet, permitiendo un mejor entendimiento de la dindmica
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de los sitios. Por esta razon, este modelo es determinista y no considera ningin
efecto aleatorio, lo que seria deseable para una descripcién mas realista. En cual-
quier caso, es notable que un modelo tan simplificado sea capaz de predecir algunas
caracteristicas importantes de los mercados [120]. Para una descripcién completa
de los efectos estocasticos en un modelo de Lotka-Volterra generalizado se puede
consultar [123].

La topologia de interconexion de la red de interaccion debe ser descrita usando
un instrumento matematico conveniente para la caracterizacion de estructuras com-
plejas. Probablemente el marco més apropiado para lograr este objetivo es la teoria
de grafos. La representacién de la estructura competitiva del WWW a través de un
grafo es bastante sencilla. So6lo es necesario considerar que cada uno de los sitios
web es representado por un vértice en el grafo y que cualquier interaccion entre dos
sitios es representada por una arista.

Como puede observarse al examinar los argumentos precedentes, la teoria de
redes complejas surge de manera espontanea como el marco mas conveniente para
desarrollar nuestro modelo. Los dos ingredientes béasicos de una red compleja estan
presentes: un conjunto de entidades idénticas (los sitios web) y una topologia de
interconexién que describa su estructura relacional.

8.2 Descripcion del modelo

Todo mercado del mundo real es lo suficientemente complicado como para no po-
der ser nunca explicado en su totalidad por un modelo matematico. Sin embargo,
basdndonos en las ideas presentadas en la seccion precedente, mostraremos que es
posible crear un modelo simple de segmentos aislados de mercados que presenten
las caracteristicas principales del verdadero comportamiento en Internet. Como
ya hemos adelantado, el modelo que proponemos estd inspirado en las ecuaciones
de competitividad de Lotka-Volterra, que nos ayudaran a evaluar la evolucion de
la fraccién de mercado controlada por cada sitio. Las ecuaciones Lotka-Volterra
fueron desarrolladas en el marco de la ecologia para predecir la evolucion de espe-
cies en competiciéon. La idea fundamental que subyace tras ellas es que cuando no
hay competencia, la poblacién de una especie particular crece proporcionalmente al
nimero de miembros preexistente, y disminuye proporcionalmente al cuadrado de
ese numero. Matematicamente, para una especie particular ¢, la expresion siguiente
es aplicable

Vi oipit—ouf?, (8.1)
donde f; es la poblacién y «; y 3; son constantes. Observe que el primer término de
la ecuacién, de algiin modo, tiene en cuenta el nimero de nacimientos mientras que
el segundo considera el nimero de miembros fallecidos. Cuando una segunda especie
competidora j entra en juego, el modelo de Lotka-Volterra asume que el nimero de
nuevas muertes producidas por esta competiciéon es proporcional al nimero de los
miembros preexistentes de ¢ multiplicado por el nimero de los miembros preexisten-



8.2. Descripcién del modelo 119

tes de 7:

df;
d—J; = ;i fi — Otiff - ’Yijfifj, (8-2)

donde 7;; es una constante usada para medir la fuerza de la competicién.

Usando las mismas ideas, vamos a definir un modelo competitivo para los mer-
cados del WWW en Internet. En la situacion general, tenemos n competidores
diferentes, de modo que el sistema viene descrito en términos de n ecuaciones dife-
renciales no lineales de la forma,

Ccll—];i = filaiBi — aifi =Y i), (8.3)

i#j

donde f; es la fraccién de mercado que es cliente del sitio i, «; es el indice de
crecimiento y mide la capacidad que el sitio ¢ tiene para crecer, 3; es la capacidad
méxima, que estd relacionada con el valor de saturacién de f; (el valor méximo que
fi puede alcanzar) y 7;; es la tasa de competicién entre los sitios i y j. En sentido
estricto, el modelo ha sido desarrollado tomando f; como la fraccién de la poblacién
que es consciente de la existencia del sitio z, pero es légico pensar que esta fraccion
debe estar relacionada con el nimero de visitas a ¢ y, por tanto, con el nimero de
clientes. Es importante entender que un usuario puede ser cliente, al mismo tiempo,
de todos los sitios. Asi, es posible encontrar segmentos de mercado en los que f; =1
para todo i € {1.....,n} (lo que indicaria que el 100% de la poblacién del mercado
visita todos los sitios, o es consciente de la existencia de todos los sitios).

Es esencial comprender que este conjunto de ecuaciones define implicitamente
una red compleja que determina el comportamiento de cada uno de los nodos y la
topologia de interconexién entre ellos. Observe que hay una ecuacion correspon-
diente a la evolucion dindamica de la fraccion del mercado f; de cualquiera de los
sitios web dentro de la red. Cada una de estas ecuaciones tiene n 4 1 términos. Los
dos primeros describen la tendencia natural de la poblacién a crecer (o;f5:f;) y la
competencia que cada sitio ejerce sobre si mismo (o f;f;). El resto de los términos
estd asociado con la competicién (la interaccién) del sitio con el resto de los rivales
(= iz %iifif;). Lo interesante, en este caso, es que el conjunto de constantes 7;;
define la topologia de interconexiéon de la red de interaciones. Para entender por
qué, es suficiente con observar que es posible escribir este término a través de la
siguiente expresion matricial

fi 0 .. 0 0 Y2 - Yin h
0 fg .. 0 Y21 0 o Yon f2 (8 4)

donde la matriz del centro puede ser vista como la matriz de adyacencias de un grafo
ponderado dirigido en el que el peso del arco que une los nodos 7 y j es ;.

El parmametro «; es denominado el indice de crecimiento de sitio 7. Valores
elevados de a; implican un desarrollo rapido de los sitios dentro de un mercado. En
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Internet, los sitios que tienen un crecimiento mas rapido son aquellos que ofrecen
contenidos més interesantes Consiguientemente, podemos relacionar este parametro
con la calidad de los contenidos de los sitios web. Los sitios que tienen contenidos
muy interesantes creceran mas rapido que los sitios que tengan contenidos de menor
calidad o pasados de moda. A causa de esto, podemos definir «; como la calidad de
los contenidos del sitio :. Hay que hacer notar que no estamos interesados en saber
como se mide «; en un escenario real, en este punto, simplemente queremos destacar
que cuanto mayor sea «;, mayor serd la calidad del sitio.

Al parametro f3; se le ha denominado capacidad maxima de sitio 7 y determina
la fraccion maxima del mercado que un sitio dado puede alcanzar. La capacidad
maxima esta relacionada con el nimero de conexiones simultaneas que un sitio puede
mantener. Para simplificar el modelo, podemos asumir que los sitios pueden poner
al dia su hardware y software lo suficientemente rapido como para no ser nunca
sorprendidos por problemas de congestién. Por tanto, desde un punto de vista
dinamico, los sitios se comportan como si tuviesen una capacidad méaxima de 1, con
lo que 3; = 1 en todos los casos para nuestro analisis.

Finalmente, el parametro v;; ha sido denominado la tasa de competicién entre
los sitios ¢ y j. La tasa de competiciéon mide la fraccién de clientes que ¢ pierde
debido a la existencia de j. Cuanto mas fuerte sea la tasa de competicién entre
dos sitios, menor serd la probabilidad de encontrar usuarios que sean clientes de
ambos sitios a la vez (sean conscientes de la existencia de ambos sitios). La tasa de
competicién puede ser vista como una medida del grado de incompatibilidad entre
los sitios. Esto significa que si dos sitios estan en fuerte competicion, entonces los
clientes pueden visitar uno u otro, pero nunca ambos. Esto puede ser relacionado
con la semejanza del contenido y los servicios ofrecidos por los sitios, un cliente ra-
ras veces visita dos sitios que tengan el mismo contenido y que ofrezcan los mismos
servicios o productos. Para comercios electronicos, el término servicio debe ser en-
tendido en un sentido amplio, incluyendo precios, calidad de productos, etc. En este
momento no estamos interesados en saber como este parametro puede ser medido en
un sitio web real, simplemente debemos hacer notar que ~ tiene una influencia en el
crecimiento del sitio, y que los sitios pueden modificar su tasa de competicion mo-
dificando sus contenidos, servicios, productos, precios, etc. Asumimos que las tasas
de competicién entre dos sitios son simétricas (7;; = ;;). Aunque esta hipétesis no
sea necesariamente verificada en todos los mercados, es razonable pensar que bajo
situaciones normales es vdlida. Una consecuencia muy importante de esta ultima
suposicion es que la matriz de adyacencias descrita en la Ec.(8.4) se hace simétrica.
Esto significa que el grafo asociado se convierte en no dirigido.

Dependiendo de la estructura del grafo asociado a la red de competitividad, el
analisis del modelo, para el caso general de n competidores, puede ser facil, dificil o
imposible. Por ejemplo, cuando la topologia considerada es absolutamente regular
(todos los 7;; son idénticos), el grafo es no ponderado y tenemos una situacién
completamente simétrica en la que la estabilidad del modelo puede ser evaluada
analiticamente. Sin embargo, si consideramos un mercado con tasas de competicion
diferentes, el caso general de n competidores no es manejable. Lamentablemente,
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esta es la situacion mas interesante y rica y no podemos permitirnos pasarla por
alto sin tratar de obtener tanta informacion como sea posible sobre su dinamica.
Por esta razén, en ocasiones, va a ser necesario aceptar una suposicion restrictiva
y reducir el andlisis de la dindmica competitiva a un segmento de mercado de sélo
tres competidores. Esta suposicién nos va a permitir recuperar comportamientos
nuevos y es lo suficientemente simple como para ser tratada analiticamente en los
casos mas interesantes. Esta restriccion también puede ser interpretada como un
modelo de mercado compuesto sélo por tres competidores o considerando que el
resto no interfiere en la dindmica de los tres mas importantes. Por tanto, el modelo
que usaremos para describir la dinamica competitiva en este tipo de segmentos de
mercado vendra dado por

f1: fl(Oél —ayfi — mafe — 713f3)
f2: f2(042 —aafo — ya1f1 — 723f3) (8-5)
[3= f3(043 —a3f3—y31f1 — 732f2),

que puede ser visto como una red compleja de elementos que interactian entre si,
en la que la topologia asociada esta descrita por un grafo ponderado no dirigido de
tres vértices. Este modelo de tres variables es el mas simple capaz de considerar, al
mismo tiempo, condiciones de colaboracion y de competicién y de ahi que lo usemos
en este trabajo.

8.3 Clasificacion de los mercados

Dependiendo de la estructura de la red y de los valores de los parametros que definen
la evolucién dinamica, podemos definir diferentes tipos de mercados. Sin embargo,
antes de hacerlo, es necesario introducir algunas definiciones:

e Decimos que el sitio 7 estd en fuerte competicion con el sitio j cuando v;; > ;.

e Decimos que el sitio j colabora con el sitio ¢ cuando v;; < ;. Es importante
hacer notar que, rigurosamente hablando, el modelo no contempla ningin
fenéomeno de verdadera colaboracion entre sitios. Sin embargo, bajo tasas de
competicion bajas, los sitios son capaces de desarrollarse siguiendo su propia
dindmica y no siendo interferidos por ningtin otro rival, lo que podria ser visto
como una especie de colaboracion por no interferencia.

e Un conjunto de sitios forman una alianza cuando estan en condiciones de
colaboracion entre si, pero en condiciones de fuerte competicion con el resto
de los rivales.

e Un mercado dado presenta un sitio ganador cuando en él existe un sitio ¢ €
{1...,n} que verifica f; = 1y f; =0 para todo j # i. De la misma manera, un
mercado dado presenta una alianza ganadora cuando en ella existe una alianza
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que verifica f; > 0 para todos los sitios que pertenecen a la alianza y f; = 0
para el resto.

e Decimos que un sitio gana en un mercado cuando es un sitio ganador o perte-
nece a una alianza ganadora.

Nuestro interés esta especialmente concentrado en tres clases particulares de
mercado que son las siguientes.

1. Mercados completamente colaborativos. En esta clase de mercados todos los
competidores colaboran (estdn en condiciones de competicién débil). Esta
clase de mercado permite que todos los competidores coexistan manteniendo
cada uno una fracciéon del mercado, lo cual significa que todos los sitios ganan.
La fraccién de mercado que alcance cada sitio va a depender, a veces de las
caracteristicas del mercado y, a veces, de las caracteristicas del mercado y de la
condicién inicial de los sitios. En condiciones de competiciéon completamente
simétricas, (todos los ;; son iguales), la estructura asociada vendra descrita
por un grafo no dirigido completamente conectado.

2. Mercados completamente competitivos. En esta clase de mercados todos los
competidores estan en condiciones de fuerte competicion. Se sabe que en este
tipo de mercados aparece una caracteristica winner-take-all [124], es decir, en
ellos existe un unico sitio ganador. Obsérvese que en condiciones de simetria
completa, la estructura de este tipo de redes también esta descrita por un grafo
no dirigido y completamente conectado.

3. Mercados miztos. Esta clase de mercados presenta la particularidad de que al-
gunos competidores colaboran, pero mantienen, al mismo tiempo, condiciones
de fuerte competicién con el resto de los rivales. En esta situacion, la dindmica
competitiva puede mostrar un conjunto muy diverso de comportamientos. Un
analisis exhaustivo de la estabilidad de los puntos fijos de las ecuaciones sera
realizado mas tarde para expresar formalmente los resultados. Estos mercados
pueden presentar una alianza ganadora. En este caso, la topologia de interco-
nexion deja de ser regular porque es imprescindible que los pesos (;;) de las
aristas tengan valores diferentes, en este caso, las estructuras permitidas son
mas numerosas y ricas.

Una vez que hemos introducido las diferentes clases de mercados, una pregunta
interesante es la de determinar como un sitio puede conseguir ganar en un mercado.
Hay dos factores principales que lo determinan: primero, la clase de mercado (el
conjunto de parametros que estan implicados en las ecuaciones) y segundo, las con-
diciones iniciales de los competidores. La condicién inicial de un sitio 7 es la fraccion
del mercado que es consciente de la existencia del sitio 7 en el instante inicial (f;(0)).
Toda la historia pasada del mercado es representada a través de las condiciones
iniciales de sus miembros. Cuando un sitio comienza a ofrecer sus servicios en un
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instante ¢ = 0, la condicion inicial puede ser diferente del cero si el sitio ha pro-
movido sus contenidos a través de una campana de marketing. La condicién inicial
también puede ser no nula cuando el sitio existe antes del instante de partida y ya
tiene una fraccién del mercado como cliente.

8.4 Analisis matematico del modelo

Para comprender en profundidad las predicciones del modelo, es necesario realizar
un analisis de los puntos fijos y de su estabilidad. El caso general de n competi-
dores puede ser resuelto solamente si se acepta que los indices de crecimiento y las
tasas de competicién de todos los sitios son idénticos (o; = a 'y ;; = v para todo
i). Estas suposiciones implican condiciones de simetria completa, que en términos
topoldgicos, se traducen en grafos regulares totalmente conectados. Sin embargo,
como explicamos anteriormente, esta clase de estructura no puede presentar una
situacion mixta. Para poder analizar mercados mixtos es necesario concentrar los
esfuerzos en el problema de tres competidores, que se puede resolver analiticamente
en condiciones bastante generales.

Tomando el modelo de tres competidores, descrito por la expresion dada en la
Ec.(8.5), podemos realizar un andlisis de la estabilidad, encontrando que existen 8
puntos fijos que son:

e La solucién trivial Py = (0,0,0).

e Tres puntos fijos P, P, y P3 correspondientes a la situacién en la que el mer-
cado presenta un sitio ganador. Es decir, uno de los sitios llega a controlar
completamente el mercado y el resto de los competidores desaparece. Estos
puntos fijos son: P, = (1,0,0), P, = (0,1,0) y P; = (0,0, 1).

e Tres puntos fijos P9, P13 v P»3 que corresponden con la situacién en la que
una alianza de dos sitios triunfa, haciendo que el tercer sitio desaparezca. Estos

puntos fijos son: Py = (

aras—3, 7 aras—vi, araz—73; ' aras—vi,

y Py = <0, a;‘;z;f‘;g;g’, a;j;;f‘;g?fg) Observe que la notacion de los puntos fijos
indica los sitios que ganan en el mercado. Es importante comentar que esos
puntos fijos tienen sentido sélo en el caso no degenerado. Por ejemplo, la solu-
cién para el punto Ppo, sera significativa sélo cuando ajay — 7%, # 0. Cuando
esta ecuacion sea cero, tendremos un numero infinito de puntos fijos distri-
buidos sobre una linea recta en la que la alianza entre los sitios 1 y 2 vence
al sitio 3, haciendo que este ultimo desaparezca. Aunque esta circunstancia
pueda ocurrir, es importante destacar que las propiedades fundamentales de

los puntos fijos son idénticas.

e Por tltimo, tenemos un punto fijo que corresponde a la situacion en la que los
3 sitios coexisten Pjo3 = (21, 29, 23), donde z1, 29, 23 es la solucién del sistema

Qo2 —02712 Q12 —Q17Y12 0 P . = Q13 —3713 Qo3 —x1713
) » 113 —

)
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de ecuaciones lineales siguiente

a1 = Q121 + Y1222 + Y1323
Qg = Y2121 + Q222 + Y2323 (8.6)
Q3 = 71321 T Y23R2 + (323.

Puede observarse que el punto fijo es realmente un solo punto cuando las tres
ecuaciones son linealmente independientes. Si tenemos sélo 2 ecuaciones inde-
pendientes, conseguimos una linea unidimensional de puntos fijos y si tenemos
s0lo una ecuacién independiente, obtenemos un plano de puntos fijos. Sin
embargo, lo importante es que todos estos puntos fijos tienen la caracteristica
de permitir que los tres competidores sobrevivan controlando cada uno una
fraccion del segmento de mercado.

Para analizar la estabilidad de los puntos fijos debemos calcular la matriz Jaco-
biana

Q1 — 20121 — Y12%2 — Y1373 —Y1221 —Y13T2
—Y21%2 Qi — 20T — Y211 — Y2373 —"23T2
—Y31T3 —7Y32%3 (3 — 20373 — Y3101 — Y32T2

(8.7)
donde z1, x5 y 23 son los valores de las fracciones de mercado controladas por cada
competidor. En cuanto a la estabilidad, si calculamos los valores propios de la matriz
Jacobiana para cada punto fijo obtenemos lo siguiente.

e Para el punto fijo Py, = (0,0,0) los valores propios del Jacobiano son (; = ay,
(o = an y (3 = a3. Como todos los valores propios son positivos, este punto
fijo es siempre inestable.

e En cuanto a los tres puntos fijos de la forma P; con i = 1,2,3 se obtiene
el resultado siguiente. Para P, = (1,0,0) los valores propios de la matriz
Jacobian son

(1 =—a;

G2 = g — Va1 (8.8)

(3 = azg — 731,
por tanto, este punto fijo es estable sélo cuando el sitio 1 estd en fuerte com-
peticién con el sitio 2 y con el sitio 3 simultdneamente. La conclusion que
podemos extraer es que el inico camino que 1 tiene para ganar en el merca-
do es el de competir fuertemente con el resto de los rivales. En un mercado
completamente competitivo este punto fijo es estable. Es importante hacer
notar que el pardmetro 7,3 no afecta a la estabilidad de este punto fijo, por
tanto, también puede ser estable en una situacion de mercado mixto, cuando
los sitios 2 y 3 estén aliados. Para los otros dos puntos fijos, los resultados son
andalogos. En cuanto a P, = (0, 1,0) los valores propios son

C1 = —Qy
G = a1 — 72 (8.9)
(3 = a3 — 732,
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y para P3; = (0,0, 1) el valor propio es

G = —az
Co = g — 723 (8-10)
(3 = a1 — i3

e En referencia a los tres puntos fijos de la forma F;; tenemos en cuenta sélo
el caso no degenerado, aunque estos resultados podrian ser generalizados para
cubrir todas las circunstancias posibles. Vamos a analizar el punto fijo Py
detalladamente. Este andlisis puede ser generalizado para los otros dos casos.

Q12 —Q27Y12 Q12— Q1712 0
A2 9 _~2 I

Q12779 Q12779
propios de la matriz Jacobiana en esta situacién es poco practico en el caso
general, sin embargo podemos hacer un nimero de suposiciones encaminadas
a facilitar esta tarea. Sabemos que este punto fijo es interesante sélo en caso
de que tengamos una alianza entre los sitios 1 y 2 contra el sitio 3. En tales
circunstancias, podriamos considerar que todos los sitios tienen el mismo indice
de crecimiento (o = s = a3 = «). Ademds, como los sitios 1 y 2 estén
aliados contra el sitio 3, es légico pensar que ambos presenten la misma tasa
de competicién contra su rival (y3; = v32 = 7). El pardmetro 75, que mide el
grado de alianza entre sitios 1 y 2, es independiente del resto. Cuanto menor
sea el valor de este parametro, mayor sera el grado de alianza. Aceptando estas
restricciones, podemos calcular los valores propios de la matriz jacobiana que
son

Ya sabemos que P, = ( El calculo de los valores

G =0 (o + 712 — 27)

(23 = g5 (—a £ 72i).

(8.11)

Obsérvese que (3 3 forma un par de soluciones complejas conjugadas, por lo que
seguimos teniendo 3 valores propios para el Jacobiano. Aunque este andlisis
no sea general, podemos obtener una conclusion interesante del mismo. Los
puntos fijos P3 v P> pueden coexistir en ciertas condiciones de competicion.
Por ejemplo, si tomamos a; = ay = a3 = @, 713 = Y23 = 2y 712 = 5. En este
caso particular, a través de la Ec.(8.8) y de la Ec.(8.11), podemos determinar
que tanto el punto fijo P;5 como el P; son estables. Sin embargo, el punto
fijo Pi> no es compatible con un mercado winner-take-all. Esto demuestra que
bajo condiciones asimétricas de competicién, la caracteristica winner-take-all
desaparece. Nuestras simulaciones numéricas corroboran que esta situacion se
mantiene en mercados que tengan mas de 3 competidores y con condiciones de
competicion menos restrictivas. Para los puntos fijos P53 y P»3 se puede llegar
a conclusiones equivalentes.

e En cuanto al punto fijo Pjs3, el andlisis es mucho mas complejo. No es posible
calcular los valores propios de la matriz jacobiana en el caso general. Para
extraer alguna informacién sobre la estabilidad de los puntos fijos es necesario
hacer suposiciones muy restrictivas como simetria completa en las tasas de
competicion y en los indices de crecimiento. Un analisis completo de esta
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situacién en el caso general de n competidores ha sido realizado en [120].
Para nosotros, lo mas relevante en este caso es observar que, al menos en el
caso de simetria completa, este punto fijo es estable s6lo en condiciones de
colaboraciéon completa y es inestable en condiciones de fuerte competicion.
Las condiciones de competicion mixtas no son posibles en una situacion de
competicién completa. En cualquier caso, los resultados numéricos muestran
que este punto fijo no puede ser nunca estable en mercados mixtos incluso
cuando los parametros no son simétricos. Matematicamente, para el caso de
3 competidores, asumiendo condiciones completamente simétricas (o) = ay =
Q3 = @, Y12 = Y21 = Y13 = Y31 = Y23 = Y32 = 7), este punto fijo puede ser

expresado como: Pjg3 = . &

o
a2y a2y at2y
estable si v < « e inestable en el resto de los casos.

y podemos afirmar que P35 es

8.5 Analisis de los Mercados de Internet

En esta seccion intentamos analizar todos los tipos de mercados que el modelo pre-
dice para las diferentes familias de parametros. Para simplificar, usaremos el modelo
de tres competidores, pero la mayor parte de los resultados que mostramos son tam-
bién aplicables para el caso general de n. Tras un analisis cuidadoso del modelo,
podemos notar que hay tres clases fundamentales de mercados que describimos a
continuacion.

8.5.1 Mercados completamente colaborativos

Esta clase de mercado tiene la particularidad de presentar tasas de competicion bajas
en todos los sitios. Para simplificar el andlisis, podemos considerar una situacion
completamente simétrica. Esto significa que ay = ay = a3 =a y 712 = Y21 = Y13 =
Y31 = Y23 = Y32 = 7. El punto fijo Py es siempre inestable, en esta situacion los
puntos fijos P, P, y P3 también serdan inestables porque el autovalor (3 sera mayor
que cero, Ecs.(8.8-8.9-8.10). Encontramos la misma situacién para los puntos fijos
Pis, P13y Py, Ec.(8.11), porque el valor propio ¢; serd mayor que el cero. Entonces,
el unico punto fijo estable es Pjs3 que tiene todos los valores propios por debajo de
cero. Asi, en un mercado en colaboracién completa todos los competidores pueden
coexistir teniendo cada uno una fracciéon del segmento. Lo realmente interesante en
este caso es que, para el caso no degenerado, el valor a largo plazo de la fraccion del
mercado controlado por cada sitio no depende de la condicién inicial de los sitios, sino
solo del valor que tomen las tasas de competicion y los indices de crecimiento. Por
consiguiente, en este tipo de mercados, la inversion inicial no tendra una influencia
sobre la porcion de mercado controlada por cada sitio a largo plazo. Podemos
ver en la Fig. 8.1 la evolucién en el tiempo de un segmento de mercado que tiene
tres competidores en situacion de colaboracién completa. Como se muestra en esta
figura, todos los sitios convergen a una misma fraccion de mercado. Asi, el sitio 3,
que comienza con 60% de la poblacidn, a largo plazo, tiene el mismo beneficio que
el sitio 1, que comienza sélo con 10% de cuota.
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Complete Collaborative Case
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Figura 8.1. Mercado completamente colaborativo, caso no degenerado. A
largo plazo, todos los sitios convergen a la misma fraccion de mercado. Pardmetros:
ar =ay =a3 =1, v, = 0.6 (para todo i y j). Condiciones iniciales: f1(0) = 0.1,
f2(0) = 0.3, f3(0) = 0.6.

8.5.2 Mercados completamente competitivos

Esta clase particular de mercado puede ser analizada en condiciones de simetria
completa. Es posible demostrar que, en estas condiciones, aparece una caracteristica
winner-take-all. Asi, los inicos puntos fijos estables son P, P, y P;. Las condiciones
iniciales son las que determinan qué competidor terminard ganando. El sitio que
tenga la condicién inicial mas alta conseguird controlar todo el mercado mientras
que los demas desapareceran. Por tanto, en esta clase de mercados con condiciones
de simetria completa, el factor principal que determina el éxito de un sitio es la
inversion inicial en marketing. Si los pardmetros del modelo dejan de ser simétricos,
esta regla deja de ser valida. Por ejemplo, si la calidad de los contenidos (el indice de
crecimiento) de un sitio es mejor que la de los demds, ese sitio puede ganar y hacer
que el resto de competidores desaparecen, incluso si su inversion inicial es débil. La
Fig. 8.2 muestra la evolucion temporal de un mercado de este tipo en el que el sitio
que parte de la condicién inicial mas elevada vence y el resto de los competidores
desaparecen.
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Complete competitive Case
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Figura 8.2. Caso completamente competitivo. El mercado presenta una
caracteristica winner-take-all. Pardmetros: oy = as = a3 =1, v;; = 2 (para todo i
y j). Condiciones iniciales: f1(0) = 0.1, f»(0) = 0.4, f3(0) = 0.6.

8.5.3 Mercados Mixtos

Como ya adelantamos, este es el tipo de mercado mas interesante de nuestro andlisis.
En este caso, los mercados tienen la particularidad de exponer tasas de competicion
bajas entre algunos sitios y condiciones de fuerte competicién entre otros. Por tan-
to, en un mercado mixto, debe existir al menos una alianza entre sitios. Asi, en
el modelo simplificado de 3 competidores, un mercado mixto debe estar compuesto
de 2 sitios que colaboran contra un tercer rival. En la mayor parte de los ejemplos
que presentamos, asumimos que los sitios 1 y 2 estan aliados contra el sitio 3. Para
simplificar el andlisis, fijamos los parametros de la ecuacion a los valores siguientes,
ap =y = a3 = a, Y12 = Y21 < @, Y13 = Y31 = Y23 = Y32 = 7 > «. Esto implica
que los sitios 1 y 2 tienen una alianza, los sitios 1 y 3 estan en condiciones de fuerte
competicion y los sitios 2 y 3 también estan en condiciones de fuerte competicién.
Puede probarse a través de las Ecs.(8.8-8.9-8.10-8.11) que los tinicos puntos fijos es-
Q12— 02712 Q12— Q17Y12
araz—2, 7 ara—vi,
puede observarse, en este caso, el mercado ya no presenta la caracteristica winner-
take-all porque, dado que el punto fijo P, es estable, los sitios 1 y 2 pueden coexistir
al mismo tiempo haciendo que el sitio 3 desaparezca. Esta evolucién depende de

varios pardmetros: las condiciones iniciales de los sitios, el grado de alianza, el gra-

tables en esta situacion son, P3 = (0,0,1) y Py = ,O). Como
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do de competicién contra el tercer rival y los indices de crecimiento de los sitios.
Este conjunto de parametros define la estrategia apropiada para hacer al mercado
converger al punto fijo de nuestro interés. La Fig. 8.3 muestra una situacién en
la que los sitios 1 y 2 estan aliados y su accion destruye a un rival mas poderoso.
Este fenémeno es producido por la colaboracion de los dos sitios més débiles. Como
puede ser observado en la Fig. 8.4, usando las mismas ecuaciones, pero haciendo
que la alianza desaparezca, el sitio 3 gana y en el mercado vuelve a aparecer una
caracteristica winner-take-all.
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Figura 8.3. Mercado mixto. La alianza ente los sitios 1 y 2 vence al sitio
3. Pardmetros: a; = ay = az = 1, yo1 = 712 = 0.2, 713 = Y31 = Y23 = 723 = 2.
Condiciones iniciales: f1(0) = 0.2, fo(0) = 0.4, f3(0) = 0.6.

8.6 Definicion de estrategias para vencer en los mercados de
Internet

Una vez que hemos analizado los diferentes tipos de mercado y su estabilidad, pode-
mos usar los resultados obtenidos para definir qué conjunto de medidas debe tomar
un sitio para conseguir un beneficio maximo en un segmento de mercado. El pro-
blema que nos planteamos es el siguiente: tenemos un sito en Internet, o queremos
desarrollar uno, y es necesario definir la estrategia para ganar. Desde un punto
de vista pragmatico, podemos pensar que las personas que crean sitios web desean
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Figura 8.4. La alianza entre los sitios 1 y 2 ha desaparecido, el sitio 3
vence. Pardmetros: oy = ay = a3 =1, 721 = Y12 = 1.1, 713 = Y31 = Y23 = Y23 = 2.
Condiciones iniciales: f1(0) = 0.2, fo(0) = 0.4, f3(0) = 0.6.

ganar dinero con ellos. En Internet, el dinero que un sitio obtiene depende direc-
tamente del nimero de conexiones recibidas por el sitio. Si el sitio es un comercio
electronico, podemos asumir como primera aproximacion que cada persona que en-
tra en el sitio tiene una probabilidad fija p de comprar algo, por tanto, cuanto mayor
sea el nimero de conexiones mayor serd también el de clientes. Para un sitio que
adquiere sus ingresos por marketing, la situacion es similar: el dinero que las empre-
sas contratantes de publicidad dan al sitio es proporcional al nimero de conexiones
recibidas. Consiguientemente, es razonable considerar que por cada conexién el si-
tio recibe una cantidad de dinero. Maximizar el beneficio es, por tanto, cuestion de
maximizar el nimero de conexiones que el sitio recibe. Esta es la razén por la que
decimos que un sitio gana cuando consigue todas las conexiones en su segmento de
mercado y el resto no recibe ninguna.

En relacion con la condicién inicial, es razonable pensar que esta estrechamente
relacionada con la inversion que seria necesaria para lograr que una fraccion de
mercado equivalente estuviese al corriente de la existencia de un nuevo sitio web.
Por tanto esta condiciéon inicial mide, en cierto modo, el valor corriente de un sitio
en términos de cuota de mercado.
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8.7 Estrategias para el sitio mas poderoso

El sitio més poderoso es el que tiene la condicion inicial mas alta. Imaginemos, por
ejemplo, que partimos de un sitio llamado poweri.com y queremos definir la estra-
tegia a seguir. Asumiendo que nos encontramos en el instante inicial, la condicién
inicial del sitio es la fraccién de mercado consciente de la existencia de powerl.com.
Su grado de competicién con otros sitios y su indice de crecimiento son parte de su
estrategia. Partiendo de estas bases, vamos a tratar de analizar cudl es el mejor tipo
de mercado para el sitio powerl.com.

8.7.1 Mercados completamente colaborativos

Asumamos que powerl.com esta en un mercado completamente colaborativo y que
decide también colaborar. Utilizando el modelo general de n sitios con simetria
completa, podemos deducir que el inico punto fijo estable es el que hace que todos
los sitios controlen una fracciéon del mercado f; = m Esto indica que, in-
dependientemente de las condiciones iniciales, todos los competidores obtendran el
mismo beneficio. Mds aun, si un nuevo sitio entra en este segmento, todos los demas
sitios, incluyendo powerl.com, veran como disminuye su beneficio (obsérvese que n
estd colocado en el denominador). Esta situacién no es éptima para powerl.com,
porque los ingresos dependen fuertemente del comportamiento del resto. Ademas,
no puede alcanzar el maximo beneficio posible porque el valor de f; en esa ecuacion
es 1 solamente cuando v = 0. Consiguientemente, powerl.com solo conseguira el
100% del mercado cuando el resto de sus rivales no compitan en absoluto. Adem4s, a
largo plazo, todos los sitios tendran el mismo beneficio que powerl.com independien-
temente de las inversiones iniciales. Por tanto, podemos entender que powerl.com
puede estar interesado en reorientar su estrategia tratando de presentar tasas de
competicion mas elevadas.

8.7.2 Mercados mixtos

Los mercados mixtos son mas dificiles de analizar. Por este motivo, es necesario
asumir el modelo simplificado de 3 competidores. Considerando que powerl.com es
el sitio 1 del modelo, podemos suponer que este establece una lianza con el sitio 2 en
contra del sitio 3. Nuevamente suponemos que powerl.com es el sitio mas poderoso
del mercado. En esta situacién, los tinicos puntos fijos estables son P; = (0,0,1), y
P12 — (ala2_fﬁ2'2)/12, QIQZ_EKI;YIZ

Q102 —"Y{o Q102 —"Y{o
mercado converja al punto fijo Pjs (seria dificil que 3 venciera a la alianza de dos
rivales mas poderosos). Por tanto, a largo plazo, los sitios 1 y 2 se haran igualmente
poderosos. Ademas, el beneficio de sitio 1 no serd necesariamente el maximo posible
porque % < 1 dado que 12 < ay. Consiguientemente, esta situaciéon no es
optima para powerl.com.

,O). Bajo estas circunstancias, es muy probable que el
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8.7.3 Mercados completamente competitivos

Supongamos ahora que power!.com se establece en un mercado completamente com-
petitivo y decide también competir con los demas. Conforme al modelo de n com-
petidores con simetria completa, tenemos n puntos fijos de la forma F;(0...1...0).
Como ya sabemos, esto es un sintoma de mercado con caracteristica winner-take-
all. En esta situacién, el punto fijo estable al que converja el sistema serd aquél
que haga que el sitio que parta de la condicion inicial més elevada gane y que los
demads desaparezcan. En nuestro caso de interés, esto significa que powerl.com ven-
ce, controlando completamente el mercado y haciendo que el resto de los rivales
desaparezcan a largo plazo. Por tanto, es obvio que, segiin el modelo, la estrategia
mas apropiada para el sitio mas poderoso es la de tratar que el mercado sea lo mas
competitivo posible.

8.8 Estrategias para pequeinos sitios web

Cuando nuestro sitio no es el mas poderoso, la estrategia a seguir debe ser definida
examinando cuidadosamente las caracteristicas de cada mercado particular. Nues-
tro objetivo en esta seccién es mostrar que para cada tipo de mercado existe una
estrategia 6ptima.

8.8.1 Mercados completamente colaborativos

Imaginemos ahora que tenemos un pequeno sitio llamado smalll.com que no es el
mas poderoso de su segmento. En esta situacion, podemos entrar en un mercado
en el que todos los sitios estan en colaboracién. Tenemos dos opciones, competir o
colaborar con todos ellos. La primera no serd analizada, porque conduce claramente
a un resultado adverso. La segunda opcién es mas interesante porque ya sabemos
que, en el caso de n sitios con condiciones de simetria completa, el inico punto
fijo estable es el que hace que todos los sitios alcancen una fraccion de mercado
fi= m Esto significa que nuestro sitio consigue la misma fraccién de mercado
que el resto de los competidores. Cuanto mas baja sea la condicién inicial de nuestro
sitio con respecto a la de los demds, mayor sera el interés que presente este tipo de
mercado. Por tanto, una estrategia apropiada para los sitios pequenos es la de
orientarse hacia mercados en colaboraciéon completa.

8.8.2 Mercados completamente competitivos

Podemos encontrarnos esta situacion cuando entremos en un mercado donde todos
los competidores estén en condiciones de fuerte competicion. Nuestro sitio web sélo
tiene dos posibilidades, competir o colaborar. Dado que nuestro sitio web no es
el mas poderoso, la primera opcién conduce irremisiblemente hacia la desaparicion
de nuestro pequeno sitio. Por tanto, la tnica opcién viable es la de colaborar.
Analizaremos en detalle esta situacién en la seccion siguiente.
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8.9 Haciendo alianzas

En esta seccién nos vamos a concentrar en el andlisis de la situacion en la que dos
pequenos sitios que colaboran entre si (1 y 2), estdn en condiciones de competicién
frente a un tercer rival mas poderoso (3). En este caso, la cuestion es la de determinar
cuales son las posibilidades que tiene esa alianza de vencer al sitio 3. Asumiendo una
configuracién parcialmente simétrica, los tnicos puntos fijos estables son (Ec.(8.10)

y Be(8.11): Py = (0,0,1) ¥ Pip = (52 2o,
vamente con la victoria del sitio més poderoso y de la alianza. En el caso general,
no es posible calcular analiticamente cudl es el punto de convergencia del mercado.
No obstante, nuestro sentido comin y algunas simulaciones numéricas pueden per-
mitirnos determinar la estrategia mas apropiada. Obsérvese que el elemento mas
importante, que determina el punto de convergencia, son las condiciones iniciales de
los sitios. Con esta idea en mente, podemos dividir el problema en dos subproble-
mas. Primero, consideraremos el caso en el que la suma de las condiciones iniciales
de los sitios 1 y 2 es mas elevada que la del sitio 3. Esto indica que el sitio 3 es el
mas poderoso, pero no es tan poderoso como la unién de los sitios que componen
la alianza. En segundo lugar, consideraremos la situacion en la que el sitio 3 es tan
poderoso que supera a los sitios 1 y 2 juntos. En ambos casos, el modelo muestra
comportamientos interesantes.

0), que corresponden respecti-

8.9.1 La union de 1y 2 es mas poderosa que 3

Encontramos esta situacion cuando la condicién inicial del sitio 1 més la condicion
inicial del sitio 2 es mayor que la condicién inicial del sitio 3. En La Fig. 8.5, podemos
ver una serie de imagenes, en las que cada pixel representa el resultado obtenido por
un sitio web después de un cierto tiempo de integracién para un conjunto particular
de condiciones iniciales y valores de los pardmetros. Un pixel blanco indica que el
sitio controla una fraccién del mercado de 1, un pixel negro indica que el sitio tiene
una fraccion del mercado de 0. Un pixel gris representa un valor entre 0 y 1, cuanto
mas blanco es el pixel mas cerca esta su valor a 1, cuanto mas negro, mas cerca de
0. La figura muestra que cuando la colaboracién en la alianza es lo suficientemente
fuerte, esta vence.

8.9.2 La union de 1 y 2 es menos poderosa que 3

En esta situacion se considera el caso en el que la condicién inicial de la alianza es
mas pequena que la condicién inicial de 3. En principio, en este caso, la intuicién
nos sugiere que lo mas logico es que el sitio 3 gane en todas las circunstancias. Sin
embargo, esto esta lejos de las predicciones del modelo. La serie de imdgenes mostra-
das en la Fig. 8.6 ponen de manifiesto un comportamiento interesante. Cuando los
sitios 1 y 2 estan fuertemente aliados y sus condiciones de competicién con el sitio 3
no son demasiado elevadas, la alianza puede llegar a vencer, incluso si la suma de sus
condiciones iniciales es inferior a la del sitio 3. La Fig. 8.7 ilustra el comportamiento
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Figura 8.5. Cada pizel de las imdgenes representa la fraccion del mercado,
fi, controlada por cada sitio, el color negro significa 0 (el sitio no tiene ninguna
visita), el blanco 1 (toda la poblacion del segmento visita el sitio). La columna 1
muestra los resultados para el sitio 1, la columna 2 los del sitio 2 y la columna 3 los
del 3. La condicion inicial de los sitios es, f1(0) = 0.2, fo(0) = 0.3, f35(0) = 0.4.
El eje x representa valores diferentes de la tasa de competicion entre los sitios 1 y
3. El eje y representa valores diferentes de la tasa de competicion entre los sitios 2
y 3. La fila superior ha sido generada con una tasa de competicion entre los sitios
1y 2, 712 = 0.0. La sequnda fila ha sido realizada con una tasa de competicion
vi2 = 1.4. Para la tercera, v12 = 1.6. En la cuarta y udltima, la tasa de competicion
es v12 = 2.4. El tiempo de integracion tiene un valor de 30 para todas las figuras.
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del mercado para diferentes condiciones iniciales y tasas de competicién. Cuando el
nivel de competicién entre la alianza y el sitio mas poderoso es moderado, la alianza
puede vencer, incluso si sus condiciones iniciales son mucho mas pequenas que las
del sitio mas poderoso.

Es importante hacer notar que estos resultados muestran un fenémeno novedoso
e interesante que surge del modelo: la alianza puede vencer al sitio 3 si su grado
de colaboracién es elevado y, al mismo tiempo, el grado de competicién con el sitio
3 es fuerte, pero no demasiado. Por tanto, esto implica que para vencer a un sitio
poderoso es mas econémico crear dos sitios aliados que desarrollar un solo sitio con
una elevada condicion inicial. El desarrollo actual de Internet apoya esta conclusion
que emerge del modelo. Es conocido que hoy en dia los sitios de mayor éxito son
portales tematicos, que tratan sélo con un tema particular y especifico, en vez de
tratar de cubrir un rango de informaciones mas amplio.

8.10 Estrategias avanzadas

Hemos visto que el modelo propuesto de dindmica competitiva ofrece resultados
acertados para mercados simples que parecen estar acordes con la realidad y con la
intuicién que comunmente se tiene sobre estos fenémenos. Sin embargo, el modelo
también predice la posibilidad de usar un conjunto de estrategias que estan lejos
de ser intuitivas. Hemos llamado estrategias avanzadas a todas esas estrategias
singulares que podrian ser adaptadas a un entorno realista para disenar sitios web
ganadores.

Un ejemplo sencillo de estrategia avanzada puede presentarse si asumimos un
mercado en Internet controlado por dos sitios: el sitio 1 y el sitio 3. Asumamos
que el sitio 3 es el mds poderoso controlando el 60% del mercado. El sitio 1 no es
tan poderoso como el sitio 3 y cuenta solamente con el 40% del mercado. Dado
que el sitio 3 es el méas poderoso, no esta interesado en establecer alianzas, ya
que es consciente de que a largo plazo terminara por controlar completamente el
mercado. Por tanto, mantiene un nivel de competicién fuerte, por ejemplo 7,3 = 2,
con el sitio 1. En esta situacion, el sitio 1 no puede hacer nada excepto invertir mas
recursos en marketing hasta conseguir alcanzar mas del 60% de la cuota de mercado.
Sin embargo, esta estrategia es probablemente demasiado cara. Imaginemos, por
ejemplo, que el sitio 2 tiene solamente recursos para conseguir un aumento del 5%
en su cuota. Disponer del 45% tampoco va a solucionar sus problemas, por lo que
parece que este sitio estd condenado a desaparecer. Sin embargo, nuestro modelo
predice que en esta situacion se puede usar una estrategia avanzada que puede
salvarlo de la destruccién. Esta consiste en invertir los recursos disponibles en la
creacion de un nuevo sitio con el que se establecera una alianza. Vamos a llamar 2
a este nuevo sitio. Seguramente, el sitio 3 no prestard mucha atencion al pequeno
sitio 2, sin embargo, el modelo predice que el efecto de este pequeno sitio puede
destruirlo. Esta situacién se pone de manifiesto en la Fig. 8.8.

Podemos presentar otra estrategia avanzada que se basa en un principio similar:
el de permitir que un nuevo competidor elija la tasa de competicion al integrarse
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Figura 8.6. Cada pizel de las imagenes representa la fraccion de mercado,
fi, controlada por cada sitio, el color negro significa 0 (el sitio no tiene ninguna
visita), el blanco 1 (toda la poblacion del segmento visita el sitio). La columna 1
muestra los resultados del sitio 1, la columna 2 los del sitio 2 y la columna 3 los del
3. Las condiciones iniciales de los sitios son, f1(0) = 0.1, f»(0) = 0.2, f3(0) = 0.4.
El eje x representa diferentes valores de la tasa de competicion entre los sitios 1 y 3.
El eje y representa diferentes valores de la tasa de competicion entre los sitios 2 y 3.
La fila superior ha sido realizada con una tasa de competicion entre los sitios 1 y 2
de v12 = 0.0. La sequnda fila tiene v = 0.4. En la tercera v, = 0.8. Finalmente,
la cuarta fila tiene v1o = 1.0. El tiempo de integracion tiene un valor de 30 en todas
las imdgenes.
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Figura 8.7. Cada pizel de las imagenes representa la fraccion de mercado,
fi, controlada por cada sitio tras un tiempo de integracion fijo. El color negro signi-
fica O (el sitio no tiene ninguna visita), el blanco 1 (toda la poblacion del segmento
de mercado visita el sitio). La columna 1 muestra los resultados del sitio 1, la co-
lumna 2 los del sitio 2 y la columna 3 los del 3. Para todas las figuras los siguientes
parametros son fijos: la tasa de competicion entre los sitios 1 y 2, v = 0.2, la
condicion inicial del sitio 3, f3(0) = 0.6. El eje x representa diferentes valores de
la condicion inicial de sitio 1, f1(0). El eje y representa diferentes valores de la
condicion inicial de sitio 2, fo(0). La fila superior ha sido realizada con una tasa
de competicion 13 = vo3 = 1.0. En la sequnda fila v13 = Y23 = 1.2. En la tercera
Y13 = Y23 = 1.8. Finalmente, en la cuarta 13 = Y23 = 3.0. El tiempo de integracion
tiene un valor de 30 para todas las figuras.
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Figura 8.8. Estrategia avanzada. La creacion del pequeno sitio 2 por parte
del 1 vence al poderoso sitio 3. Pardametros: oy = as = ag = 1, 91 = 712 = 0.2,
Y13 = Y31 = 2, Vo3 = Y23 = 1.1. Condiciones iniciales: f1(0) = 0.4, f»(0) = 0.05,

en un nuevo mercado. Esta situacién es muy rica y muestra una gran cantidad
de comportamientos interesantes. Uno de los ejemplos mas sorprendentes es el del
mercado en el que hay dos sitios realmente poderosos, 1 y 2, compitiendo duramente
el uno con el otro. Por ejemplo, imaginemos que el sitio 1 tiene 60% del mercado y
el sitio 2 tiene el 55%. En este contexto, introducimos un tercer competidor, el sitio
3, que comienza con una pequena cuota del 10%. Este nuevo sitio es tan pequeno
que probablemente sus rivales no le prestaran atenciéon. Sin embargo, el modelo
predice que, en esta situacién, los dos sitios poderosos 1 y 2 se destruyen entre
si, permitiendo que el sitio 3 venza. La Fig. 8.9 muestra un ejemplo de evolucién
dindmica de un mercado en el que se ha producido este tipo de fenémeno.

8.11 Conclusiones

Hemos visto que un modelo muy simple puede predecir las caracteristicas mas im-
portantes de los mercados de Internet y puede ser 1til a la hora de definir estrategias
para los sitios web que los componen. Sin embargo, los resultados no deben tomarse
al pie de la letra. Hay muchos efectos importantes en estos mercados que no han sido
tenidos en cuenta en el modelo. En particular, tal y como ya hemos mencionado,



8.11. Conclusiones 139

Advanced strategy

T T T T T T T T T
1 Site 1 -
—————— Site 2
Site 3
0.8 A
E '-""_",..
g -
o 06 o
= P
5 ~
c \ rd
-] [ Vy
" i P4
i )
04k v .
\ //
\ S
.4 7
I /
02t N A .
Pt
0 1 1 1 |~~_\ e ——— o L L I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time

Figura 8.9. FEstrategia avanzada. El pequeno sitio 3 vence a los poderosos
sittos 1 y 2. Pardametros: ay = as = ag = 1, Y91 = 712 = 3, 713 = Y31 = 1.2,
Y3 = Yo3 = 1.1. Condiciones iniciales: f1(0) = 0.6, fo(0) = 0.55, f3(0) =0.1.

no se consideran perturbaciones aleatorias que podrian adecuar los resultados de las
simulaciones a escenarios mas realistas. Otra carencia del modelo es que los sitios
no pueden cambiar dindmicamente sus estrategias tal y como sucede en un entorno
real. Los pardmetros implicados en la definicién de las estrategias (esencialmente
las tasas de competicién) son considerados valores constantes que no cambian con
el tiempo. Seria interesante anadir la posibilidad de que estos parametros puedan
modificarse dependiendo de la evoluciéon del mercado de modo que los sitios puedan
presentar una mayor capacidad de adaptacion.

Otra carencia del modelo es que los parametros permanecen demasiado abstrac-
tos. En particular, no esta claro como podemos interpretar y medir en la realidad las
tasas de competicién, los indices de crecimiento y las condiciones iniciales. Desde el
punto de vista de un economista o de un directivo, lo realmente interesante es saber
cémo medir con precision el valor de a y v en cada sitio. Frente a esto, nosotros
solo sabemos que sus valores estan relacionados con caracteristicas como el interés
de sus contenidos o su semejanza con otros sitios, pero esto no es suficiente cuando
tratamos de predecir la evolucién de un segmento de mercado. Ademads, la unidad
de tiempo permanece también demasiado ambigua; el modelo puede predecir un
aumento del trafico en, digamos, dos unidades de tiempo, pero para desplegar una
estrategia realista seria necesario saber si estas dos unidades significan dos meses o
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dos anos. La mayor parte de estas indefiniciones podrian solucionarse comparando
los resultados del modelo con datos reales sobre trafico en Internet. Si partimos
de un mercado real en el que las hipdtesis del modelo sean satisfechas, podriamos
determinar cudl es la unidad apropiada de tiempo simplemente comparando las pre-
dicciones del modelo con los datos. Lamentablemente, la informacion sobre trafico
en Internet no es facil de obtener.

Otra posible mejora del modelo estd relacionada con la posibilidad de anadir
efectos parasitos o estacionales. A través de esta estrategia podriamos emular cam-
bios en los parametros debidos a acontecimientos externos. Un ejemplo claro es
que los usuarios de Internet estan menos interesados en conectarse a la red durante
las vacaciones que cuando estan en el trabajo, por tanto, el parametro a podria
ser expresado como la suma de varias fuerzas periddicas que modelizan los com-
portamientos estacionales, semanales y diarios de los clientes. Algunas simulaciones
realizadas muestran que estos efectos podrian modificar las predicciones del modelo e
inducir modificaciones en las estrategias. Modelos mas avanzados deberian también
tener en cuenta otros fendmenos complejos como el marketing cruzado (cuando un
sitio tiene un hiperenlace hacia otros sitios), la reinversién de beneficios, la presencia
de inversiones externas, etc.

A pesar de estas imperfecciones, creemos que el modelo es un punto de partida
interesante para tratar de comprender con mayor profundidad los mecanismos que
gobiernan la dindmica de competicion de los mercados en Internet. Como se ha
puesto de manifiesto, a diferencia de los mercados tradicionales basados en bienes
materiales, Internet no puede ser descrito en términos de modelos de oferta y deman-
da. Esto es debido a que el coste de produccion de los bienes electronicos no depende
del nimero de réplicas. Por tanto, una vez que un sitio controla un segmento de
mercado, el resto de los competidores tiene una probabilidad baja de encontrar un
nicho en ese segmento, porque el sitio principal es capaz de cubrir toda la demanda
de mercado. Por este motivo, la caracteristica winner-take-all aparece en estos mer-
cados bajo condiciones de fuerte competicién. Ademas, el modelo otorga un papel
muy importante a las alianzas en Internet. Hasta la fecha, las alianzas entre sitios
han tenido lugar en forma de una empresa que absorbe a otra, pero los contenidos
de dos sitios aliados, por lo general, no se convierten en complementarios. El modelo
predice que la especializacién de los contenidos por parte de los sitios aliados puede
dar mejores resultados que el mantenimiento de sitios de gran tamano que traten
todos los temas en los que una persona pueda estar interesada.

Se podria criticar que no hay pruebas soélidas de la validez del modelo. Cierta-
mente, seria muy interesante realizar un analisis exhaustivo del mismo comparando
sus resultados con datos reales de trdfico en la red. Sin embargo, sin necesidad
de hacerlo, podemos encontrar algunos indicios que demuestran que algunos com-
portamientos predichos por el modelo responden con lo que se da en un caso real
[121].
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Capitulo 9
Conclusiones

En el trabajo de investigaciéon que hemos presentado, se han analizado algunas
caracteristicas relevantes de los sistemas no lineales, incidiendo en su relacién con
los campos de la complejidad y de la teoria de la informacion. En esta direccion,
hemos propuesto tres lineas de investigacién diferentes, que corresponden a cada
una de las partes constituyentes de la tesis: Modelos en lo simple, Modelos en la
frontera'y Modelos en lo complejo. En todas ellas, hemos explorado las aplicaciones
potenciales de la dindmica no lineal y de las redes complejas en los campos de
las tecnologias de la informacién y las comunicaciones. En cualquier caso, hemos
tratado de mostrar el caracter altamente interdisciplinar de estos campos cientificos.
La investigacion realizada estd principalmente basada en el desarrollo de modelos
matematicos y computacionales de diferentes clases de sistemas, que hemos tratado
de confirmar experimentalmente cuando ha sido posible.

Desde un punto de vista cientifico, este trabajo ha permitido extraer un niimero
de resultados novedosos, que nunca habian sido reportados previamente en la lite-
ratura cientifica. Nuestro objetivo en las secciones siguientes es el de enumerar los
mas notables y proponer nuevas lineas de investigaciéon basadas en ellos.

9.1 Conclusiones en lo simple

En la primera parte de la tesis, titulada Modelos en lo simple, hemos propuesto tres
modelos de comunicacion diferentes, que comparten un nimero de caracteristicas
comunes. Todos ellos estan basados en principios no lineales y todos ellos son sus-
ceptibles de ser descritos en términos de un niimero bajo de ecuaciones diferenciales
o de ecuaciones recurrentes. En todos los casos, hemos propuesto una metodologia
que permite su implementacion practica como sistemas de telecomunicacién realis-
tas con capacidad de transmisién digital. Sin embargo, dependiendo la naturaleza
de los modelos, las conclusiones obtenidas pueden variar.

El modelo descrito en el Capitulo 1 esta basado en la dindmica de un potencial
de doble pozo. Hemos mostrado que, en este caso, algunos fenémenos novedosos e
interesantes aparecen debido a la no linealidad intrinseca del sistema. El mas notable
de ellos es un efecto de resonancia estocastica en la capacidad de informacion de
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los canales que usen un receptor basado en esta clase de potencial. Esta interesante
propiedad, que no puede estar presente en receptores lineales convencionales, sugiere
la posibilidad de desarrollar una nueva familia de receptores digitales mejorados, tal
y como algunos autores ya han propuesto [24]. Sin embargo, a través de una cadena
de argumentos complementarios, demostramos que este tipo de sistema no puede
mejorar la calidad de recepcién de los receptores lineales usados actualmente en
ingenieria de telecomunicacion. Esta conclusion es tecnologicamente desalentadora,
pero cientificamente notable porque propone una nueva metodologia para investigar
esta clase de problemas. De todos modos, la posibilidad de aplicar esta clase de
sistemas en otros campos de la ingenieria permanece todavia abierta.

Los dos modelos de comunicacién propuestos en el Capitulo 2 estan basados
en sistemas dinamicos no lineales que presentan la propiedad conocida como Caos.
En este capitulo, mostramos que hay una conexién muy estrecha entre la dindmica
cadtica y la teoria de la informaciéon. Los modelos propuestos introducen dos nuevos
paradigmas para codificar dindmicamente la informacion sobre una forma de onda
cadtica usando el concepto de control de caos. El primero, que esta basado en un
mapa unidimensional discreto, introduce ideas novedosas e interesantes presentando
un método que permite codificar la informaciéon digital sobre la amplitud de una
trayectoria caotica discreta. Este método alcanza unas prestaciones interesantes,
acercandose al limite de Shannon para algunos valores particulares de la relacion
senal a ruido a la entrada. Este tipo de ideas son susceptibles de ser utilizadas en el
campo de los turbo cddigos, que esta alcanzando una gran popularidad entre los in-
genieros en los ultimos anos. El segundo modelo propuesto esta basado en el sistema
cadtico continuo mas popular: el atractor de Lorenz. En este caso, mostramos que
es posible desarrollar un cédigo de linea conveniente para corregir errores de trans-
mision, a través del control de una sola variable del espacio de fases. Proponemos
un esquema, completo de codificacion - decodificacion de informacion, que puede
ser puesto en practica facilmente a través de un sistema de comunicacion digital
convencional, mostrando que es posible mejorar la calidad de recepciéon anadiendo
redundancia sobre las senales emitidas. Los resultados obtenidos demuestran que
sus prestaciones no mejoran las técnicas habituales utilizadas por los ingenieros, sin
embargo, esta metodologia abre nuevas posibilidades para desarrollar esquemas més
avanzados que utilicen de manera natural la redundancia de los sistemas caoticos.

9.2 Conclusiones en la frontera

En la parte titulada Modelos en la frontera, hemos descrito un conjunto de mode-
los de diferentes sistemas, que comparten la caracteristica de estar compuestos por
miltiples constituyentes idénticos, que interactian de una manera regular. Nuestro
objetivo en esta parte ha sido mostrar que este tipo de topologia basica de interac-
cion es susceptible de producir procesamientos complejos de la informacion, incluso
cuando los componentes aislados de los sistemas son simples.

En el Capitulo 3, hemos propuesto un modelo de comunicaciéon basado en un
conjunto neuronal, donde los elementos constituyentes son un conjunto de neuro-
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nas independientes del tipo integrate-and-fire. A través de un procedimiento proba-
bilistico, hemos mostrado que esta clase de sistema es capaz de detectar informacion
codificada digitalmente. Ademads, suponiendo que el ruido recibido por las diferen-
tes neuronas es independiente, demostramos que la calidad de recepcién del sistema
puede mejorar la del filtro adaptado: el mejor receptor lineal, que es usado de ma-
nera habitual en ingenieria de telecomunicacién. Este resultado podria ser utilizado
para el desarrollo de receptores de radio basados en la presencia de trayectorias mul-
titrayecto. Esto también podria ser tutil en el campo de las antenas inteligentes, un
tema que es actualmente objeto de una activa investigacién en ingenieria. En esta
direccién, un andlisis mas profundo de los efectos del fenémeno de multitrayecto
sobre los conjuntos neuronales seria de gran interés tedrico y practico.

El modelo propuesto en el Capitulo 4 ya es conocido en la literatura cientifica
[58]: un conjunto de osciladores acoplados que producen una estructura inducida
por ruido. En este caso, nuestra contribucién original consiste en la demostracion
de que esta clase de sistemas presentan un fendmeno novedoso que se ha dado en
llamar resonancia vibrational. Gracias a este efecto, el procesamiento de una senal de
baja frecuencia es mejorada por la adicion de una perturbacién de alta frecuencia.
Ademads, usando un circuito electrénico, hemos confirmado experimentalmente el
efecto de la resonancia vibrational sobre un modelo eficaz del campo medio en la
estructura inducida por ruido.

Los resultados presentados en el Capitulo 5 son interesantes porque muestran
que es posible obtener un procesamiento complejo de la informacién a través de la
interaccién de elementos simples. En particular, mostramos que las propiedades lo-
cales en imagenes pueden ser obtenidas a través una topologia regular de interaccion
entre autématas celulares y neuronas.

9.3 Conclusiones en lo complejo

La ultima parte de la tesis se ha denominado Modelos en el complejo, y esta de-
dicada al estudio de sistemas compuestos por miltiples constituyentes que actian
reciprocamente siguiendo una topologia compleja. Esta parte estd estrechamente
relacionada con la nueva ciencia de las redes complejas, disciplina que estd ganando
gran popularidad en los iltimos anos. La realidades que hemos tratado de describir
en esta parte son esencialmente complejas. Por esta razon, se ha asumido un nivel
elevado de abstraccién en la generacion de los modelos.

En el Capitulo 6, proponemos un modelo para el flujo de informacion en redes
sociales, asumiendo que una cierta cantidad de informacién es perdida por los indivi-
duos en el proceso de transferencia. Gracias a un conjunto de restricciones simples,
mostramos que el modelo predice la existencia de una relaciéon muy estrecha entre
la topologia de una comunidad social y su eficiencia. Este resultado parece estar
relacionado con algunos fendmenos que los sociélogos han estado investigando en las
ultimas décadas. En particular, demostramos que los resultados obtenidos estan de
acuerdo con la hipotesis del limite 150 para comunidades humanas propuesto por
Dunbar [117]. Ademads, mostramos que esta clase de modelos son apropiados para
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el analisis de la estructura de empresas y organizaciones y pueden ser usados para
desarrollar nuevas metodologias en la gestion de recursos humanos.

Finalmente, el Capitulo 7 esta dedicado al estudio de las redes competitivas que
surgen en los mercados del WWW en Internet. Proponemos un modelo que descri-
be la dindmica competitiva en estos mercados, que esta inspirado en la evolucion
de especies en ecosistemas naturales. Mostramos que este modelo predice algunos
fenémenos notables que se dan en estos mercados como la caracteristica winner-
take-all. Ademds, mostramos que el modelo permite la definicién una estrategia
optima para cualquier mercado dado. Estos resultados abren nuevas posibilidades
para el desarrollo de metodologias de direccion compleja, que pueden ser ttiles en
algunos campos de la economia.
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Apéndice A
Teoria matematica de la
comunicacion

A.1 Introduccion

Existen multiples alternativas a la hora de definir el concepto de informacion segiin
el contexto y el objetivo que se persiga. Evidentemente, la nocion de informacion
que puede tener un cientifico es muy diferente de la que puede tener un broker y
mucho mas de la que posee un policia o un espia. En el contexto de la teoria de
la comunicacion, existe una definicién matematica formal de informacién debida a
Shannon [4]. Las ideas de Shannon sobre la informacién estan basadas en la nocién
intuitiva de incertidumbre. El concepto de incertidumbre surge cuando se dispone de
diferentes opciones posibles. Cuanto maés dificil sea averiguar la opcién apropiada,
mas alto serd el nivel de incertidumbre asociado. De este modo, podemos definir el
contenido de informacién de un suceso aleatorio como la cantidad de incertidumbre
producida por el mismo. Es interesante comentar que el contenido de informacién
de un suceso no es lo mismo que la informaciéon conocida por un observador sobre
ese suceso. De hecho, la informacién conocida es, en cierto modo, opuesta a la
incertidumbre asociada, porque cuanto mayor sea la informacién que poseemos,
menor serd la duda y la indecisiéon. Para evitar esta ambigiiedad, Shannon dio un
nombre diferente al contenido de informacion llamandolo entropia.

A.2 Entropia e incertidumbre

Si representamos una fuente discreta de informacién como un proceso de Markoff,
podemos definir la entropia producida por tal proceso como

i=1

donde p; es la probabilidad de que el acontecimiento ¢ ocurra y la constante K estd
asociada a la eleccion de una unidad de medida. Cuando K = 1y la base logaritmica
es 2, la unidad de medida se denomina digito binario o mas comtinmente bit. La
cantidad H tiene un conjunto de propiedades interesantes que justifican plenamente
que sea considerada una medida razonable de informacion.
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1. H = 0 si y so6lo si todos los p; son 0 excepto uno de ellos que valga 1. Por

tanto, s6lo cuando estamos seguros del resultado, H desaparece. En cualquier
otro caso H es positivo.

Para un n dado, H es maximo e igual a logn cuando todos los p; son iguales
(con valor %) Esta es intuitivamente la situacién mds incierta posible.

Si se suponen dos acontecimientos, = e y con m posibilidades para el primero y
n posibilidades para el segundo. Sea p(i, j) la probabilidad de la presencia con-
junta de ¢ para el primero y j para el segundo. La entropia del acontecimiento
conjunto es
H(z,y) = - p(i,j)logp(i, j), (A.2)
2
mientras que

H(z) = —Zp(i,j)logzp(i,j)ff(y) =— Zp(i,j)logzp(i,j)- (A.3)

Es facil demostrar que
H(r,y) < H(z) + H(y) (A4)

con igualdad sélo si los acontecimientos son independientes (p(7, 7) = p(i)p(7))-
La incertidumbre de un acontecimiento conjunto es menor o igual que la suma
de las incertidumbres individuales.

Si se supone que hay dos eventos con probabilidades x e ¥, no necesariamente
independientes. Para cualquier valor particular  que  pueda asumir, hay una
probabilidad condicional p;(j) de que y tenga el valor j. Donde

. p(i, j)
pil]) = - A5
K SO 4
Definimos la entropia condicional de y, H,(y) como el promedio de la entropia
de y para cada valor de x, ponderado segiin la probabilidad de x:

Hy(y) = - Zp(i,j) log p;(5)- (A.6)

Esta cantidad mide cudnta incertidumbre tenemos, en promedio, sobre y cuan-
do conocemos x. Substituyendo el valor de p;(j) podemos obtener

H(z,y) = H(x) + Ha(y). (A7)

La incertidumbre (o entropia) del evento conjunto x,y es la incertidumbre de
x mas la incertidumbre de y cuando = es conocida.

Utilizando los argumentos precedentes es posible demostrar que
H(y) > Hu(y). (A.8)

La incertidumbre de y nunca aumenta por el conocimiento de xz. En todo
caso, disminuye a no ser que x e y sean independientes, situacion en la que no
cambia.
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A.3 Entropia de una fuente de informacion

Considérese una fuente discreta con un conjunto finito de estados que puede ser
modelizada como una cadena de Markoff. Para cada estado posible ¢ habra un
conjunto de probabilidades p;(j) de producir varios simbolos posibles j. Por tanto,
hay una entropia H; para cada estado. La entropia de la fuente vendra definida
como el promedio de estos H; ponderado conforme a la probabilidad de cada uno

de los estados:
H=> PH =—> Ppj)logp(j). (A.9)
i i

Esta es la entropia de la fuente por simbolo. Si el proceso de Markoff evoluciona con
una tasa de tiempo definida, es también posible definir una entropia por segundo

H':ZfiHi, (A.10)

donde f; es la frecuencia media (ocurrencias por segundo) del estado i. Claramente
H' =mH, (A.11)

donde m es el nimero medio de simbolos producidos por segundo. H o H' miden

la cantidad de informacion generada por la fuente por simbolo o por segundo. Si la
base logaritmica es 2, representaran bits por simbolo o por segundo.

Si los simbolos sucesivos son independientes, entonces H es simplemente — > p; log p;,

donde p; es la probabilidad del simbolo 7. Supéngase que en este caso consideramos

un mensaje largo de N simbolos. Este contendrd, con elevada probabilidad py N
ocurrencias del primer simbolo, po N del segundo, etc. De ahi, la probabilidad de
este mensaje particular serd aproximadamente p = p!*Vpb>™ _pP»N . Entonces,

logp =N, pilogp;

logp=—-NH (A.12)
H = log%/p)'

Por tanto H es aproximadamente el logaritmo del inverso de la probabilidad de una
secuencia tipica larga dividida por el nimero de simbolos en la secuencia. El mismo
resultado es vélido para cualquier fuente.

A.4 Modelo general de sistemas de comunicacidn

El problema fundamental de la comunicacién es el de, partiendo de un mensaje
dado, reproducirlo exactamente o aproximadamente en otro punto alejado. Con
frecuencia, los mensajes tienen significado; es decir, se refieren a o estan relaciona-
dos con algin sistema o con ciertas entidades fisicas o conceptuales. Los aspectos
semanticos de la comunicacién son no pertinentes al problema de la ingenieria. El
aspecto significativo es que el mensaje real es seleccionado de entre un conjunto de
mensajes posibles. El sistema debe ser disenado para funcionar independientemente
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de la seleccion y no solamente en un caso puntual, ya que este es desconocido en el
momento del diseno. Cualquier sistema de comunicacién deberia tener, al menos,
las partes siguientes:

1. Una fuente de informacion, que produce un mensaje o una secuencia de men-
sajes. El mensaje puede ser de varios tipos, incluyendo: una secuencia de
simbolos discretos (como en el telégrafo), una funcién f(¢) del tiempo (como
en telefonfa), una funcién de tiempo y otras variables (como en televisién),
etc.

2. Un transmisor, que actua sobre el mensaje de modo que produce una senal
conveniente para ser transmitida por un canal. En telefonia, esta operacién
consiste simplemente en una presién sonora que se transforma en una corriente
eléctrica proporcional. En telegrafia existe una operacion de codificacion que
produce una secuencia de puntos, lineas y espacios sobre el canal, etc.

3. El canal, que es simplemente el medio por el que se transmite la senal desde
el transmisor hasta el receptor. Este puede ser un par de cables, un cable
coaxial, una banda de frecuencias de radio, etc. Durante la transmision, o en
uno de los terminales, la senal puede ser perturbada por el ruido.

4. El receptor generalmente realiza la operacion inversa al la llevada a cabo por
el transmisor, reconstruyendo el mensaje a partir de la senal.

5. El destinatario es la persona (o la entidad) a quien el mensaje va dirigido.

A.4.1 El canal discreto sin ruido

Un canal discreto es un sistema en el que una secuencia de elementos, extraidos de
un conjunto finito de simbolos Si..., S, puede ser transmitida de un punto a otro.
Cada uno de los simbolos S; tiene una cierta duracién en el tiempo ¢; segundos (no
necesariamente el mismo para diferentes S;). No es necesario que todas las secuen-
cias posibles de S; puedan ser transmitidas sobre el sistema; es posible permitir sélo
ciertas secuencias. En un canal sin ruido, asumimos que no hay ninguna perturba-
cion sobre la senal ni sobre el proceso de transmision, asi, cuando un simbolo S; es
emitido, la probabilidad de recibir ese mismo simbolo es siempre igual a 1. En estas
condiciones, definimos la capacidad C' de un canal discreto sin ruido como

log N(T
o= tim 08V(T)

T—o00 T ’

(A.13)

donde N(T) es el nimero de senales permitidas de duracién 7.

A.4.2 El canal discreto con ruido

Ahora consideramos el caso en el que la senal es perturbada por el ruido durante la
transmisién en uno u otro de los terminales. Esto significa que la senal recibida no es
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necesariamente la misma que la enviada por el transmisor. Se pueden distinguir dos
casos. Si una senal particular transmitida siempre produce la misma senal recibida,
p. ej. la senal recibida es una funcién determinista de la senal transmitida, entonces
se puede llamar distorsién a ese efecto. Si esta funcién tiene un inverso, aplicando la
operacién funcional inversa sobre la senal recibida, se puede compensar la distorsion.
El caso de interés aqui es aquel en el que la sefial no siempre sufre el mismo cambio
en la transmisién. En este caso, podemos asumir que la senal F recibida es una
funcién de la senal S transmitida y de una segunda variable, el ruido V.

E = f(S,N). (A.14)

El ruido se va a considerar como una variable aleatoria. En general, puede ser re-
presentado por un proceso estocdstico conveniente. La mayor parte de los canales
discretos con ruido que consideraremos son una generalizacion del canal sin ruido
descrito antes. Asumimos un nimero finito de estados y un conjunto de probabili-
dades

Pa,i(B, ). (A.15)

Esta es la probabilidad de que si el canal esta en el estado a y el simbolo i es
transmitido, el simbolo j serd recibido y el canal se quede en el estado 3. Asi, ay 3
se extienden sobre todos los estados posibles, 7 sobre las senales posibles transmitidas
y 7 sobre las senales posibles recibidas. En el caso en el que simplemente los simbolos
sucesivos son perturbados de manera independiente por el ruido, hay sélo un estado,
y el canal viene descrito por un conjunto de probabilidades de transicién p;(j), que
miden la probabilidad de que el simbolo 7 sea transmitido y el j recibido.

Si un canal con ruido es conectado a una fuente, hay dos procesos estadisticos en
accion: la fuente y el ruido. Por tanto, hay un conjunto de entropias que pueden ser
calculadas. Primero, la entropia H(z) de la fuente o de la entrada del canal (estas
seran iguales si el transmisor es no singular). La entropia de salida del canal, p.
ej. la senal recibida, serd denotada por H(y). En el caso sin ruido H(y) = H(z).
La entropia conjunta de la entrada y de salida serd H(x,y). Finalmente, hay dos
entropias condicionales H,(y) y H,(z), la entropia de la salida cuando la entrada es
conocida y al contrario. Entre estas cantidades, tenemos las relaciones

H(z,y) = H(x) - Hi(y) = H(y) + H,(2). (A.16)

Todas estas entropias pueden ser medidas en base a un modelo por-segundo o por-
simbolo.

A.5 Equivocacion y capacidad del canal

Si el canal es con ruido, no es, en general, posible reconstruir el mensaje original o la
senal transmitida con certeza a partir de la senal E recibida. Sin embargo, existen
modos de transmitir la informacién que son 6ptimos a la hora de combatir el ruido.
Este es el problema que ahora consideramos.
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Supongamos que existen dos simbolos posibles 0 y 1, y transmitimos a una tasa
de 1000 simbolos por segundo con probabilidades py = p; = % Asi, nuestra fuente
produce informacién a razén de 1000 bits por segundo. Durante la transmisién, el
ruido introduce errores de modo que, en promedio, 1 de cada 100 es recibido inco-
rrectamente (0 como 1 o 1 como 0). ;Cudl es la tasa de transmisién de informacién?
Seguramente menos de 1000 bits por segundo, dado que aproximadamente el 1%
de los simbolos recibidos son incorrectos. Nuestro primer impulso podria ser decir
que la tasa es de 990 bits por segundo, simplemente restando el nimero esperado
de errores. Sin embargo, esta respuesta no es satisfactoria ya que falla a la hora de
tener en cuenta la carencia de conocimiento sobre dénde se producen los errores.
Podemos llevarlo a un caso extremo y suponer que el ruido es tan grande que los
simbolos recibidos son completamente independientes de los simbolos transmitidos.
La probabilidad de recibir un 1 es % y de modo similar para 0. Entonces aproxi-
madamente la mitad de los simbolos recibidos son correctos, por lo que estariamos
diciendo que se transmiten 500 bits por segundo, mientras que en realidad ninguna
informacién esta siendo transmitida en absoluto. Una transmision igualmente buena
seria obtenida prescindiendo por completo del canal de comunicaciones y lanzando
una moneda al aire para estimar el bit recibido.

Claramente, la correcciéon apropiada que debe aplicarse sobre la informacién
transmitida tiene que ver con la cantidad de esta informacién que ha sido omitida
en la senal recibida, o lo que es lo mismo, con la incertidumbre asociada con la
senal recibida que no es la misma que la emitida. Por nuestra discusién anterior
sobre la entropia como una medida de la incertidumbre, parece razonable usar la
entropia condicionada del mensaje, conociendo la senal recibida, como una medida
de esta informacién perdida. Por tanto, la tasa de transmisién real, R, serd obtenida
restando de la tasa de produccion (la entropia de la fuente) la tasa media de entropia
condicional.

R = H(z) — Hy(x). (A.17)
La entropia condicional H,(z), por conveniencia, serd llamada equivocacién. En el
ejemplo considerado anteriormente, si un 0 es recibido, la probabilidad a posteriori

de que un 0 sea transmitido es 0.99, y de que un 1 fuera transmitido es 0.01. Estas
cifras se invierten si un 1 es recibido. Por tanto

H,(y) = —[0.9910g 0.99 + 0.0110g 0.01] = 0.081 bits/symbol, (A.18)

es decir, 81 bits por segundo. Podemos decir que el sistema transmite con una tasa
de 1000 — 81 = 919 bits por segundo.

La capacidad C' de un canal con ruido deberia ser la maxima tasa posible de
transmisién (la tasa cuando la fuente estd perfectamente adaptada al canal). Por
tanto, definimos la capacidad de canal por

C = Max(H(x) — Hy(z)) (A.19)

donde el méaximo esta evaluado teniendo en cuenta todas las posibles fuentes que
se pueden conectar al canal. Si el canal es sin ruido, Hy(z) = 0. Esta definicién es
equivalente a la que ya hemos presentado para canales sin ruido.
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A.6 Entropia de una distribucién continua

La entropia de un conjunto discreto de probabilidades p; ..., p, ha sido definida como:

H=—- Zpi log p;. (A.20)

De una manera andloga, definimos la entropia de una distribuciéon continua que
tenga una funcién de densidad de probabiliad p(x) por:

H=— /00 p(x)logp(z) dx. (A.21)

o0

Para una distribucién n dimensional p(z;..., z,) tenemos

H= —/.../p(xl,...,xn)logp(xl,...,xn)dxl...d:vn. (A.22)

Si tenemos dos argumentos x e y (que pueden ser multidimensionales) las entropias
conjuntas y condicionales de p(z,y) son

H(z,y) = —//p(fv,y) log p(,y) dx dy (A.23)

- s lo p(7,y) . )= ) o p(7,y) "
H,(y) = //p( ,y) log () dx dyH () //p( ,y) log o(0) d(Adz;4)

La entropia de las distribuciones continuas tiene la mayor parte de las propieda-
des que se presentan en el caso discreto. En particular tenemos las siguientes:

1. Si z estd limitada a un cierto volumen v en su espacio, entonces H(z) es
méxima e igual a logv cuando p(x) es constante (1/v) en el volumen.

2. Con dos variables z, y cualesquiera tenemos
H(z,y) < H(z) + H(y), (A.25)
con igualdad si (y sélo si) z e y son independientes (p(x,y) = p(x)p(y)).
3. Tenemos H(x,y) = H(x) + H,(y) = H(y) + Hy(x) y Hy(y) < H(y).

4. Si p(z) es una distribucién unidimensional, la forma de p(z) que produce una
entropia maxima sujeta a la condicién de que la desviacion estandar de x esté
fijada en o es Gaussiana.

5. La entropia de una distribucion unidimensional Gaussiana cuya desviacién
estandar sea o es

H(z) = logV2meo (A.26)
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6. Hay una diferencia importante entre las entropias continuas y discretas. En
el caso discreto, la entropia mide de un modo absoluto la aleatoriedad de la
variable aleatoria. En el caso continuo, la medida depende del sistema de
coordenadas. Si cambiamos las coordenadas, la entropia, en general, también
cambiard. De hecho, si cambiamos a las coordenadas ..., ¥, la nueva entropia
sera

H(y) :/.../p(xl,...,xn)J (g) 10g p(21, oy 7n)J (g) dyi... dyn, (A.27)

donde J (%) es el Jacobiano de la transformacién de coordenadas. Desarro-
llando el logaritmo y cambiando las variables a x..., x,, obtenemos:

H(y) = H(x) —/.../p(xl,...,xn)logJ G) dorodr,.  (A28)

Asi, la nueva entropia es la anterior menos la esperanza del logaritmo del Ja-
cobiano. En el caso continuo, la entropia puede ser considerada una medida
de aleatoriedad en relacién con un estandar dado, a saber, el sistema de coor-
denadas que da un mismo peso a todos los elementos de volumen dx;...dx,.
Cuando cambiamos el sistema de coordenadas, la entropia en el nuevo sistema
mide la aleatoriedad cuando los elementos de volumen, dy;...dy,, en el nuevo
sistema tienen el mismo peso.

A pesar de esta dependencia del sistema de coordenadas, el concepto de en-
tropia es tan importante en el caso continuo como en el caso discreto. Esto es
debido al hecho de que la tasa de informacién y la capacidad del canal depen-
den de la diferencia de dos entropias y esta diferencia no depende del sistema
de referencia.

La entropia de una distribucién continua puede ser negativa. La escala de
medidas pone un cero arbitrario correspondiente a una distribucién uniforme

A.7 Capacidad de un canal continuo

En un canal continuo, las senales transmitidas seran funciones continuas del tiem-
po f(t) que pertenezcan a un conjunto particular y las senales recibidas seran las
versiones perturbadas de estas. Consideraremos sélo el caso en el que las senales
transmitidas y recibidas estan limitadas a una cierta banda W. Entonces, pueden ser
especificadas durante un tiempo, 7', por 27T'W muestras, y su estructura estadistica
por funciones de distribucion de dimensién finita. Asi, la distribucién de la senal
transmitida vendra determinada por

P(zy,...,x,) = P(x) (A.29)
y la senal con ruido por la distribucion de probabilidad condicional

Pml,...,:zrn (yl; ceey yn) - Px(y) (A3O)
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La tasa de transmisién de informacién para un canal continuo esta definida de un
modo andlogo a la de un canal discreto, a saber

R =H(x)— Hy(x), (A.31)

donde H(x) es la entropia de la entrada y H,(z) la equivocacién. La capacidad del
canal C esta definida como el maximo de R cuando variamos la entrada sobre todos
los conjuntos posibles. Esto significa que en una aproximacion de dimension finita,
debemos variar P(z) = P(zy...,x,) y maximizar

—/P(a:) log P(x) dx+//P(x,y) log P]gx(;/g;) dx dy. (A.32)

Esto puede ser escrito como

// z,y) log Pf()P()) dx dy (A.33)

usando el hecho de que [ [ P(z,y)log P(z)dvdy = [ P(x)log P(x)dz. La capaci-
dad de canal viene entonces expresada por:

T—o00

— x,y)lo Ple.y) T
C = lim Max // ,y) log ()P()d dy. (A.34)

De este modo, es obvio que R y C' son independientes del sistema de coordenadas
va que el numerador y el denominador de log }()()’”};y()y) estd multiplicado por los
mismos factores cuando x e y sufren un cambio de coordenadas. Esta expresion
integral para C es més general que H(z) — H,(z). Correctamente interpretada, esta
expresion siempre va a existir, mientras que H(x) — Hy(x) puede asumir una forma
indeterminada oo — oo en algunos casos. Esto ocurre, por ejemplo, si x estd limitada
a una superficie de menos dimensiones que n en su aproximacion n dimensional.

Si la base logaritmica utilizada para evaluar H(z) y Hy(z) es dos, entonces C
es el nimero méaximo de los digitos binarios que pueden ser enviados por segundo
sobre el canal con una equivocaciéon tan pequena como se desee, tal como en el
caso discreto. Esto puede ser visto fisicamente dividiendo el espacio de senales
en un numero grande de pequenas células suficientemente pequenas, de modo que
la densidad de probabilidad P,(y) pueda considerarse aproximadamente constante
sobre una célula (de x o y). Si las células son consideradas como puntos distintos,
la situacién es esencialmente la de un canal discreto y las propiedades obtenidas
para este pueden usarse aqui. Fisicamente, esta claro que cuantificar el volumen en
puntos individuales no puede, en ninguna situacién practica, cambiar la respuesta
final considerablemente, a condicién de que las regiones sean lo suficientemente
pequenas. Asi, la capacidad serd el limite de las capacidades de la subdivision
discreta y esta sera la capacidad continua que hemos definido previamente.

Desde el punto de vista matemaético, puede demostrarse que si u es el mensaje,
x es la senal, y es la senal recibida (perturbada por el ruido) y v es el mensaje
recuperado, entonces

H(x) - H,(x) > H(u) — Hy(u) (A.35)



160 Apéndice A. Teoria matematica de la comunicacién

independientemente de las operaciones realizadas sobre u para obtener x o sobre
y para obtener v. Asi, no importa como codificamos los digitos binarios, o como
decodificamos la senal recibida para recuperar el mensaje, la tasa discreta de los
digitos binarios no puede exceder la capacidad de canal que hemos definido. Por otra
parte, es posible, en condiciones muy generales, encontrar un sistema de codificacion
para transmitir digitos binarios a una tasa C' con una equivocacién o una frecuencia
de errores tan pequena como se desee. Esta conclusién es cierta, por ejemplo, si
cuando tomamos un espacio de dimensién finita, la funcién de distribucién P(x,y)
es continua excepto en un conjunto de puntos con probabilidad cero.

Un caso especialmente importante es aquél en el que el ruido es aditivo sobre la
senal y es independiente de esta. Entonces, P,(y) es funcién sélo de la diferencia
(vector) n = (y — x)

Pyly) = Qy — ) (A.36)

y podemos asignar una entropia definida al ruido (independiente de la distribucién
de la senal) que serd denotada como H(n). En este sentido, es posible demostrar
que si la senal y el ruido son independientes y la senal recibida es la suma de la senal
transmitida y el ruido, entonces la tasa de transmision es

R=H(y)— H(n), (A.37)

es decir, la entropia de la senal recibida menos de la entropia del ruido. La capacidad
del canal serd
C = Maz(H(y) — H(n)), (A.38)

dado que y = = + n, H(z,y) = H(x,n). Desarrollando la parte izquierda y usando
el hecho de que x y n son independientes

H(y)+ Hy(x) = H(x) + H(n). (A.39)

Por tanto
R =H(z)— H,(r) = H(y) — H(n). (A.40)

Dado que H(n) es independiente de P(x), maximizar R es equivalente a maximizar
la entropia de la senal recibida H(y). Si hay ciertas restricciones sobre el conjunto
de senales transmitidas, la entropia de la senal recibida debe ser maximizada sujeta
a estas restricciones.

Una aplicacién inmediata de las conclusiones precedentes es la que se da cuando
el ruido es un ruido térmico blanco y las senales transmitidas estan limitadas a
una cierta potencia media P. Entonces, la senal recibida tiene una potencia media
P+ N donde N es la potencia media del ruido. La entropia maxima para las senales
recibidas se da cuando estas también forman un ruido blanco, ya que esta es la
mayor entropia posible con potencia P 4+ N y puede ser obtenida para una eleccion
apropiada de las senales transmitidas, a saber, si estas forman un conjunto de ruido
blanco de potencia P. La entropia (por segundo) del conjunto recibido es entonces

H(y) = Wlog2me(P + N), (A.41)
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y la entropia del ruido es
H(n) = Wlog2meN. (A.42)

La capacidad de canal es

P+ N
C = H(y) — H(n) = Wlog ——

(A.43)
El resumen, podemos concluir que la capacidad de un canal de anchura de banda
W perturbado por ruido térmico blanco de potencia N, cuando la potencia media
transmitida esta limitado a P es

P+ N

C =Wlog N (A.44)
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Apéndice B
Conceptos basicos sobre
sistemas de comunicacion.

B.1 Relacion Senal a Ruido

Un modo cuantitativo de cuantificar el efecto del ruido en un canal de comunicacion
es introduciendo la Relacién Sefial a Ruido (Signal to Noise Ratio-SNR) como un
parametro de sistema. Por lo general, la SNR mide el cociente entre la potencia
media de la senal P y la potencia media del ruido o2, ambas medidas en el mismo
punto del sistema de comunicacién.
P

SNR = p=x (B.1)
Habitualmente, la SNR se expresa en decibelios (dBs), definidos como 10 veces
el logaritmico (en base 10) del valor expresado en unidades naturales. Por ejem-
plo, una relacion senal a ruido de 10, 100 o 1000 corresponde a 10, 20 y 30dBs
respectivamente. Podemos expresarlo matematicamente con la expresion siguiente

P
o

La calidad de un sistema de comunicacion digital, por lo general, viene medida en

términos de la probabilidad de error de bit p.,,, expresada como una funcion de la
SNR en dBs.

B.2 El canal discreto binario simétrico

El canal binario simétrico es de gran interés tedérico y de gran importancia practica.
Es un caso especial del canal discreto sin memoria en el que hay sélo dos simbolos
de entrada (rg = 0y x; = 1) y dos simbolos de salida (yo = 0, y; = 1). El canal
es simétrico porque la probabilidad de recibir un 1 cuando un 0 es enviado es la
misma que la probabilidad de recibir un 0 si un 1 es enviado. Esta probabilidad
condicionada de error se denota como p. La Fig. B.1 muestra un diagrama de la
probabilidad de transiciéon en un canal binario simétrico. En estas condiciones, la
informacién mutua I = H(z) — H,(x) puede ser descrita a través de la expresién
siguiente

163
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1-p

Y1

Figura B.1. Diagrama que muestra las probabilidades de transicion de un
canal binario simétrico.

=30 vl o "0 (8.3

Esta informacién mutua es maximizada cuando el canal tiene probabilidades p(zq) =
p(z1) = 0.5. Entonces, substituyendo en la Ec.(B.3), podemos concluir que la
capacidad de informacién del canal binario simétrico es

C=1+plogp+ (1—p)log(l—p) (B.4)

Como puede ser observado, cuando el canal estd libre de ruido p = 0 y la capacidad
de canal C' alcanza un valor méaximo de un bit por simbolo, que es exactamente la
informacién que entra al canal. Por otra parte, cuando la probabilidad condicional
p = 0.5 debido al ruido, la capacidad de canal C toma su valor minimo que es cero.

B.3 El filtro adaptado

El filtro adaptado es un filtro lineal disenado para proporcionar a su salida la maxima
relacion senal a ruido posible para una forma de onda transmitida dada. Si con-
sideramos una senal s(t) conocida més un ruido aditivo blanco y Gaussiano, £(t)
que entran a un filtro lineal invariante seguido de un cuantificador, tal y como se
muestra en la Fig. B.2. En el instante ¢ = T, la salida de receptor, z(T') consiste
en una componente procedente de la senal a; mas una componente procedente del
ruido ny. La potencia media de ruido a la salida es denotada por o3. Por tanto, la
relacién sefal a ruido en el instante ¢t =T serd (S/N)r y tomard un valor
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Figura B.2. Receptor bdsico para deteccion de senales digitales.
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En esta situacién, deseamos encontrar la funcién de transferencia del filtro, Hy(f),
que maximice la Ec.(B.5). Podemos expresar la senial, a(t), a la salida del filtro, en
términos de la funcién de transferencia del filtro, H(f) (antes de la optimizacién),
y de la transformada de Fourier de la senal de entrada como

a@z/mﬂummeMm (B.6)

donde S(f) es la transformada de Fourier de la sefial de entrada, s(¢). Si la densidad
espectral del ruido de entrada es 22, entonces, usando la teorfa de filtros lineales,

2
podemos expresar la potencia de ruido a la salida, o2, como

No [~ 2
> [ mora ®.7)
Combinando las Ecs.(B.5-B.7) para expresar (S/N)r, obtenemos
S\ | HS(e T daf 2
<—> = N 5 : (B.8)
NJr T HH DI df

A continuacién hay que buscar el valor de H(f) = Hy(f) para el cual la (S/N)r
se hace maxima. Lo vamos a hacer usando la desigualdad de Schwarz. Una de las
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formas en que podemos expresarla es

‘/(: fi1(@) f2(x) do : < /Z |fi(z)]? dx /Z | folz)|* da. (B.9)

La igualdad se alcanza si fi(x) = kf*(x), donde k es una constante arbitraria y
* indica el complejo conjugado. Si identificamos H(f) con fi(z) y S(f)e/*™T con
fa(z), podemos decir que

00 2 00 00
[ answerra) < [k a [T @
Substituyento en la Ec.(B.8) obtenemos
S 2 [ 5
— ] <— d B.11
(3) <%/ sora (B.11)
o lo que es lo mismo
S 2F
max <N>T =N (B.12)
donde la energia, E, de la senal de entrada s(t) es
B= [ Istf a. (B.13)

Por tanto, el valor del maximo de (S/N)r depende la energia de la senal de entrada
y la densidad espectral de potencia de ruido, pero no de la forma de la onda que
estemos utilizando.

La igualdad en la Ec.(B.12) se alcanza solo si se utiliza un filtro,Hy(f), con
respuesta en frecuencia Optima que tiene una expresion

H(f) = Ho(f) = kS*(f)e 727, (B.14)

es decir, cuando h(t) es la transformada de Fourier inversa de kS*e 72"/T. Dado que
s(t) es una funcién real, utilizando las propiedades de la transformada de Fourier,
podemos decir que
— 1 <t<
h(t):{ ks(T —t)if0<t<T (B.15)

0 resto

Por tanto, la respuesta al impulso del filtro que produce la maxima relacién senal
a ruido a la salida es la imagen especular de la senal del mensaje, s(t), retrasada
en la duracién, T', del simbolo. Obsérvese que el retraso de T segundos hace que
la ecuacién Ec.(B.15) sea causal; es decir, el retardo de T segundos hace que h(t)
esté definida en instantes positivos, en el intervalo 0 < ¢ < T'. Sin el retardo de T’
segundos, la respuesta, s(—t), seria irrealizable porque haria depender la respuesta
de instantes de tiempo negativos.
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B.3.1 Realizacion del filtro adaptado como un correlador

El término filtro adaptado es a menudo utilizado como sinénimo de integrador de
producto o correlator. La Ec.(B.15) ilustra la propiedad bdasica de todo filtro adapta-
do: la respuesta al impulso del filtro es una version retrasada de la imagen especular
de la forma de onda de la senal. Por lo tanto, si la forma de onda de la senal es
s(t), su imagen especular es s(—t), y la imagen especular retrasada en T segundos
es s(T — t). La salida, z(¢), de un filtro causal puede ser descrita en el dominio de
tiempo como la convolucién de la forma de onda de entrada recibida, r(t), con la
respuesta al impulso del filtro

z(t):r(t)*h(t):/o r(F)h(t — 7) dr. (B.16)

Sustituyendo h(t) en la Ec.(B.15) por h(t — 7) de la Ec.(B.16) y asignando un valor
unitario a la constante k, obtenemos

z(t):/o r(T)s[T—(t—T)]dT:/O r(r)s(T —t+7)dr.  (B.17)

Cuando t = T, podemos escribir la Ec.(B.17) como

A(T) = /0 r(r)s(r) dr (B.18)

La operacion descrita en la Ec.(B.18) es una integral del producto de la senal reci-
bida, 7(t), con una réplica de la forma de onda de la senal transmitida, s(¢) sobre la
duracién de un simbolo. A esta operacién también se la conoce como la correlacion
de r(t) con s(t). Si imaginamos que la senal recibida, r(t), es correlada con cada
una de las sefiales de un conjunto dado, s;(t) (i = 1,..., M), utilizando un banco
de M correladores, la senal s;(t) que tenga una correlacién mayor con r(t) es la
senal que coincide con r(t) de manera més apropiada. Por tanto, podemos usar esta
caracteristica para la deteccién 6ptima de senales

B.3.2 Comparacién entre convolucién y correlacién

Es importante destacar que las salidas del correlador y del filtro adaptado sélo son
iguales en el instante ¢t = T'. Para una entrada sinusoidal, la salida del correlador,
z(t), es aproximadamente una rampa lineal en 0 < ¢ < T'. Sin embargo, la respuesta
del filtro adaptado es aproximadamente una forma de onda sinusoidal modulada
por una rampa en 0 < ¢t < 7. La comparacién se muestra en la Fig. B.3. Para
comprender las semejanzas y diferencias entre el filtro adaptado y el correlador,
lo primero que debemos plantearnos es cudl es la semejanza entre la operaciéon de
convolucion y la de correlacion. Con el correlador, simplemente multiplicamos dos
senales y después las integramos (evaluamos el drea bajo su curva producto). Por
tanto, calculamos el grado de semejanza entre las dos formas de onda en un periodo.
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Con la convolucion, desplazamos una funcién sobre otra y calculamos una secuencia
de correlaciones. El filtro adaptado, cuando se usa como demodulador, solamente
utiliza la correlacion al final de la duraciéon del simbolo. Dado que la salida del
correlador y la del filtro adaptado son idénticas en el instante ¢ = 1", ambos pueden
usarse con este fin.

10 T =

Matched filter

Figura B.3. Comparacion de la respuesta de un correlador y de un filtro
adaptado.
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