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Résumé

Nous considérons 'application “tente” comme un prototype d’un systeéme chao-
tique avec échappements. Nous montrons de facon analytique qu’il est possible de
choisir une perturbation méme petite, telle que le systéme reste toujours pres d’une
selle chaotique, méme en présence d’un bruit d’amplitude plus grande. Il s’agit d’un
jeu mathématique entre deux joueurs “le protagoniste” et “I’adversaire”, et ’objectif
du protagoniste est de survivre dans une région bornée, c’est a dire le voisinage d’une
selle chaotique. Il peut perdre mais il ne peut pas gagner; le mieux qu’il puisse faire est
de survivre et jouer & nouveau, se battre a U'infini. En I’absence d’actions pour n’im-
porte quel joueur, la dynamique diverge, en laissant une région relativemente stire,
et alors nous disons que le protagoniste perd. La survie est difficile parce que des
actions plus fortes que le protagoniste sont permises. En revanche, la survie est pos-
sible parce que la dynamique, (ici modelée par application “tente”), est chaotique;
et parce que le protagoniste connailt ’action de ’adversaire en choisissant sa réponse
et il lui est permis de choisir le point initial 2y du jeu. Finalement nous montrons que
le protagoniste peut survivre.

1 Introduction

Le phénomeéne du chaos transitoire [1] est un fait physique intéressant qui arrive
dans des systémes ol une trajectoire se meut d’'une fagon chaotique pour une période de
temps dans une région bornée et finalement arrive a un état final, qui n’est habituellement
pas chaotique. Plusieurs manifestations du chaos transitoire apparaissent dans la diffusion
chaotique [2], 'advection chaotique en dynamique des fluides [3] ou la compétition des
especes en écologie [4], pour n’en citer que quelques-unes. Du point de vue de la dyna-
mique non linéaire, le phénomeéne du chaos transitoire est associé a I’existence d’un certain
type d’ensemble qui s’appelle selle chaotique (chaotic saddle). Il est connu aussi comme
ensemble invariant chaotique non attractif, et il est composé d’un ensemble borné d’orbites
instables périodiques et apériodiques. Les orbites typiques du systeme approchent la selle
chaotique en suivant la variété stable et apres avoir résidé pendant une période dans son
voisinage, s’en échappent en suivant la variété instable. Un important défi consisterait &
trouver une méthode pour maintenir une orbite dans le voisinage de cet ensemble invariant
indéfiniment.

La dépendance extréme aux conditions initiales fait que le controle avec des pertuba-
tions tres petites est possible. Diminuer ’amplitude du controle constitue donc un objectif
important dans ce domaine de recherche. Quand le systéme est dans un environnement
bruyant, le controle d’orbites est méme plus difficile, et normalement des amplitudes plus
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grandes que le cas sans bruit sont nécessaires. Apres le travail pionnier de Ott, Grebogi
et Yorke [5], sur le contréle du chaos, la plupart des travaux se sont centrés dans des
systémes avec attracteurs chaotiques, que ce soit avec ou sans bruit [6]. Cependant il y a
eu tres peu d’attention pour le cas du contréle de selle chaotiques. L’objectif est de trouver
une stratégie capable de ramener 'orbite prés de la selle chaotique indéfiniment méme en
présence d’un bruit d’une amplitude plus forte que le controle.

Récemment des idées prises de la dynamique non linéaire [7, 8] ont été appliquées
pour la modélisation des stratégies des jeux, ou le jeu peut étre décrit comme un systeme
dynamique et notre travail s’inscrit dans ce contexte. Il s’agit d’un jeu mathématique
entre deux joueurs “le protagoniste” et “l’adversaire”, et ’objectif du protagoniste est
de survivre dans une région bornée, c’est & dire le voisinage d’une selle chaotique. Nous
décrivons ici une idée appliquée & un systéme dynamique non linéaire simple, mais la
méme idée peut étre adaptée a une large varieté de systemes dynamiques avec une selle
chaotique en présence de bruit et contréle. Dans un systéme avec attracteurs, la tendance
naturelle d’une particule est d’atteindre un des ces attracteurs, et pourtant il est possible
que le protagoniste puisse se maintenir dans une région trés proche d’un attracteur méme
quand on permet & ’adversaire des actions plus fortes. Il est important de remarquer qu’en
I’absence de controle externe, la probabilité de survivre du protagoniste dans le voisinage
de la selle chaotique est zéro, méme en I’absence de bruit et cela fait que la survie du
protagoniste soit une remarquable réussite [9].

La forme la plus simple de ce jeu peut étre décrite par une application discréte
unidimensionelle, ’application “tente”, définie comme: T'(z) = m(1 — |z|) — 1. Pour les cas
d’intérét comme m = 3, presque tous les points initiaux zy conduisent & des trajectoires
qui vont & —oo pour n — 00. Dans ce cas, nous affirmons que le protagoniste ne survit
pas. Pour survivre il doit agir. L’équation du jeu est:

Tpi1 = T(Tn) + tpy1 + Tnp1 (1)

ou l’adversaire choisit la perturbation u,1 (en connaissant z, et T') et le protagoniste

choisit la “réponse” 7,41 (en connaissant u,11 et z, et T'). La perturbation u,,1 peut

étre choisie au hasard ou avec une stratégie efficace. Il n’y a pas de différence & long terme
dans le cas ol le protagoniste peut survivre pour toujours.

Le protagoniste affronte ce qui apparait comme une tache impossible parce qu’uni-
quement est permis |u,| < ug et |r,| < ro ou g et ug sont tels que ry < ug. Sion considére
Ty, étant comme un contréle et u, comme un bruit, la condition requise est que le controle
est plus fort que le bruit. Cependant, le principal objectif de ce travail est de montrer que
dans le contexte du chaos transitoire il est possible de controler une orbite en présence de
bruit, méme dans le cas ou le bruit est plus fort que le controle. L’amplitude de r, est plus
petite que 'amplitude de u,,, de telle sorte qu’on peut qualifier r,, d’ “influence” plutét que
de “controle” parce que le protagoniste ne peut pas controler les détails de la trajectoire.
Pour cela, nous faisons que la région relativement siire soit U'intervalle S = [—1, + 1] et
finir le jeux si quelque z,, est situé en dehors de S. Si z,, est en dehors de S, 'adversaire
peut choisir la suite u, qui cause que la suite x,, diverge, et il y a un intervalle un peu
plus grand qui dépend de ug et ry de telle facon que si z, est en dehors, la trajectoire
doit diverger méme dans le cas ou l'adversaire essaye d’aider. Pour garder les formules
simples, nous écrivons les résultats pour m = 3, bien que des résultats similaires on peut
obtenir n’importe quelle valeur de m > 2. (Si m < 2, il y a un attracteur chaotique et si
ug est suffisament petit, la survie est garantie méme si la taille de réponse est 0.). Nous
commencgons par un exemple.
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Fi1G. 1 — Région de parameétres de survie. La survie est possible dans la région en hachurée
si le protagoniste choisi d’une facon optimale. Au dela de la région hachurée, l'adversaire
peut toujours gagner.

Pour wuy=4/9 et ro =2/9 , il existe une stratégie qui garantie la survie.

Si ug > 2rg alors il n’y a pas une stratégie qui garantie la survie.

La meilleure stratégie pour la survie dépend de ry comme le démontre le théoreme
suivant. Il existent des stratégies différentes pour ry > 2/3, et chaque k ou 7 est dans
[2/3F,2/3F1).

Théoréme. Il y a une stratégie qui garantie la survie pour une valeur rg
donnée et uy si et seulement s’il y a un intérét k£ > 1 pour qui 2/3’c <7y et
ug < 1o+ 2 / 3k,

Ce type de probléme est tres différent de la notion de contrdle standard ou 1’objectif
est d’amener une trajectoire & un point fixe. Dans la théorie de contréle du chaos [5] par
exemple, si le bruit est présent (i.e., u, choisi au hasard), le contrdle r, doit dominer
uy, de telle fagon qu’il soit capable d’amener la trajectoire & un point fixe spécifique et
le garder proche de ce point fixe. Dans le jeu de la survie, que nous décrivons ici pour
Papplication “tente”, il y a plusieurs “points siirs” et r¢ doit étre suffisamment grand pour
le protagoniste peut arriver & un d’eux, mais ce choix est déterminé pour la valeur de wu,,.
Le protagoniste doit se déplacer entre ces points sirs dans un ordre déterminé par la suite
Up,.

Exemple. Avant d’analyser le théoréme en détail, nous examinons le cas mentionné
au-dessus, ug = 4/9 et 19 = 2/9 et nous montrons que le protagoniste peut survivre.
Nous désignons quatre points comme “points sirs”, z; = —2/3 — 2/9, z0 = —2/3 4+ 2/9,
z3 = +2/3 —2/9 et z4 = +2/3 + 2/9. 1l est facile de vérifier que T'(z;) = £2/3, et
T(+2/3) = 0. L’application “tente” est montrée dans la Fig. 2 ou tous les points sont
représentés, et la Fig. 3 représente I’évolution d’une orbite dans cette situation. La stratégie
du protagoniste doit étre de telle sorte que tous les z,, dans ’équation (1) soient des points
slirs pour garantir sa survie. En particulier, le protagoniste doit choisir que z( soit un des
points strs pour garantir qu’il va réussir (quoiqu’en fait la plupart des points en S = [—1,1]
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F1G. 2 — L’application “tente” T'(x) = m(1l — |z|) — 1 défini dans lintervalle [—1,4+ 1] pour
m = 3. Les quatre points z; désignent “points sirs” et aussi T'(z;) = £ 2/3.

pourraient étre valables comme xg.) Si z,, est un point siir pour n’importe quel entier n > 0,
alors nous montrons qu’il peut choisir r, 1 de telle sorte que z,,41 est un point str, et alors
il survit un autre jour. Etant donne que z, est un point siir, nous pouvons supposer par
exemple que T'(z,) est +2/3. (Le cas —2/3 est identique.) Dés lors, une fois choisi 4,41,
le point T'(xy,) + up+1 doit étre dans Uintervalle [2/3 — 4/9,2/3 4 4/9] et ainsi est au plus
a une distance de 2/9 des points z3 ou z4. De 1a 1,11 peut étre choisi avec |rp 1| < ro de
telle sorte que x,+1 est un point stir. Ce cas peut étre généralisé en constatant que cette
stratégie fonctionne si ug — ro < 2/9.

Cet exemple illustre la raison pour laquelle nous appellons ce probléeme le jeu de la
“survie” plutot que le “controle”, puisque le protagoniste est “ballotté” d’un point sir
4 un autre sans étre capable de choisir entre ces points (comme décrit la Fig. 3). Il y a
typiquement un seul point qui puisse étre atteint avec |r,11| < ro pour chaque n. Dans
Pexemple ci-dessus, il faut remarquer que T'(z,,41) est —2/3 si 41 est z4 ou +2/3 si zp41
est z3. Le protagoniste ne peut pas choisir si T(x,41) doit étre positive ou négative (a
moins que uy,41 soit 0 de telle sorte que z3 et z4 soient également proches).

La stratégie générale (appelée R) pour choisir 7,1 consiste & identifier une col-
lection de points surs et choisir zy pour étre I'un d’entre eux et de 14 choisir 7,41 afin que
Zp+1 soit un point sir. Dans le cas o 2/3 < 7 et ug < ro+2/3, (k=1), iy a 2 points
surs, qui sont z; = —2/3 et zo = 2/3. Alors si z,, est un point stir, T'(z,) = 0, et le point
T(zn) + up4+1 doit étre dans V'intervalle [—ug,up]. Comme uy < 79 + 2/3, chaque point de
I'intervalle est & une distance rg jusqu’a un point siir. Par conséquent, la stratégie peut
étre menée a bout.

Dans le cas général ou 2/3% < ry et ug < ro +2/3%, il y a 2¥ points siirs, & savoir
T-k0): +2/3' +2/32 + ... +2/3% for k > 1.

Il faut remarquer que T'(£2/3' +£2/32 + ... £2/3F) est un point de la forme +2/3' +
2/3%2 + ...4+2/3%71 (qui est simplement 0 si k = 1). L’argument montre que la stratégie
peut fonctionner.
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FI1G. 3 — Evolution d’une orbite, pour k =2, m = 3,19 = 2/9 et ugp = 4/9. Les quatre lignes
points-tirets représentent les “points surs” z;, et les lignes tirets représentent leurs images
T(z;) = £ 2/3. Les points qui ne sont pas au dela d’aucune de ces lignes représentent les
pas de lorbite aprés linfluence du bruit u,,.

Nous argumentons maintenant qu’une stratégie est garantie seulement dans les cas
ci-dessus mentionnés. Pourtant si k est choisie de telle sorte que 2/3* < ry < 2/3%¥~! pour
quelque k > 1, et ug = ro +2/3F +§ ot § > 0, alors il n’existe pas une stratégie qui puisse
étre garantie; d’autre part, il existe une stratégie U pour choisir les points u,, de telle fagon
que le protagoniste perd.

Soit Sy I’ensemble de points siurs. La stratégie U consiste a choisir u, de sorte que
T(zp—1) + up soit aussi lointain que possible. Soit Yy Pensemble {z : |z — y| < ry pour
n’importe quel y dans Si}. Alors Yj, est 'ensemble des points qui ne sont pas plus lointains
de ry que de quelques points sirs. Pour tout point zg, il y a un u; avec |ui| < up tel que
T(zo) + u1 n'est pas dans Yy. Pour autant 7 = T'(z¢) + u1 + 71 (avec |r1| < r¢) n’est pas
un point str. Soit J le plus petit intervalle contenant Sj,.

Si z, n’est pas dans Jg, il est facile de vérifier que la stratégie U aboutit & x,+1 qui
est aussi en dehors Jj, mais plus loin de Sj. Si x,, est dans J, et J' représente I'intervalle
le plus petit contenant x,, dont les frontiéres sont de points sirs. La stratégie U meéne dans
ZTn+1 laquelle est dans T'(J'), qui n’a pas de points de Si_; dans son intérieur et z,; est
plus lointain que Sk. De plus, la longueur de T'(J') est plus grande que celle de J'. Comme
le procesus évolue, la trajectoire est éventuellement & ’extérieur de Jg, un cas qui a été
discuté ci-dessus.

Nous avons realisé plusieurs expériences numériques pour clarifier nos résultats. Un
bruit distribué uniformément avec une valeur moyenne de zéro a été utilisé comme u,,,
puisque l'unique condition requise est d’étre bornée. Evidemment les mémes résultats
auraient été obtenus pour tout autre cas de bruit borné. Il faut remarquer que pour cette
raison le bruit gaussien ne garantie pas la survie du protagoniste. Pour des valeurs trés
différentes de k, m, la réponse maximum r( et la perturbation maximum ug, étant 79 < uo,
nous avons itéré la dynamique du jeux jusqu’a plusieurs millions de pas. Comme affirme
notre théoréme, le protagoniste survit a I'intérieur d’une région stire [—1,1] si et seulement
si ug < 27‘0.

Les résultats de ce travail peuvent étre généralisés a toute application discrete unidi-
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mensionelle et unimodale avec un selle chaotique associé (c’est & dire avec des échappements),
montrant qu’il est toujours possible de survivre avec moins de contrdle que de bruit. La
relation 7:—3, aussi bien que la structure des points surs dépendra des propriétés de chaque
application discrete.

En résumé, nous décrivons dans cet article une idée qui pourrait potentiellement
étre appliquée & une grande varieté d’applications avec un selle chaotique, en présence
d’environnements bruyants, pour un choix de ry et ug adéquat. Contrairement & 1’idée
traditionnelle de controle, qui tend & mener 1’état d’un systéme & un état précis, il y a
des situations ou il y a seulement la possibilité d’une influence dans un environnement
chaotique. La différence entre influence et contréle grossierement peut étre décrite par
rog < ug vS. 19 > ug. Finalement, I'information nécessaire pour appliquer notre méthode
est juste de connaitre la position approximative des points sirs. Cette information peut
étre obtenue par I'analyse de séries de temps, et cela suggére la possible application de
cette méthode de controle aux systemes physiques.
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