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One hundred years ago Ludwig Boltzmann, who was one of the founding fathers of statistical mechanics, passed away. Some
of the developments that have taken place during this century, with special emphasis to the role played by nonlinear dynamics, and
in particular chaos theory, on the foundations of nonequilibrium statistical mechanics and the origin of irreversibility, are descri-
bed in this article. There have been remarkable advances, nevertheless there are still many unsolved open problems waiting for the

contributions of new generations of physicists.

1. Introduccion

La mecénica estadistica constituye una parte esencial de
la fisica teorica cuya finalidad consiste en describir las pro-
piedades macroscopicas de un sistema muy grande de parti-
culas en términos de sus propiedades promediadas. Se trata
de una disciplina que combina las leyes basicas de la dina-
mica para un sistema de particulas junto con las leyes de la
estadistica, especialmente las que conciernen a la ley de los
grandes niameros. Entre los padres fundadores de la mecani-
ca estadistica se encuentran notables fisicos como Ludwig
Boltzmann (1844-1906), James Clerk Maxwell (1831-1879)
y Josiah Willard Gibbs (1839-1903).

A Boltzmann y a Gibbs se les considera, dentro de la
mecanica estadistica, desde dos puntos de vista diferentes. A
Gibbs como el fundador de la aproximacion de los llamados
colectivos (microcanonico, candnico y gran candnico) y a
Boltzmann como precursor de la teoria dindmica basada en
la hipotesis ergddica. Sin embargo, tanto la hipdtesis ergodi-
ca como la idea de los colectivos se deben verdaderamente a
Boltzmann. Discusiones detalladas de estos temas se pueden
encontrar en el reciente libro del fisico italiano Carlo
Cercignani [1] sobre la vida de Boltzmann.

Boltzmann introdujo la teoria ergddica para justificar la
determinacién de valores promedios en la teoria cinética.
Los sistemas macroscopicos contienen un nimero muy gran-
de de particulas, lo que implica la necesidad practica de una
descripcion estadistica. Segtn este punto de vista, una medi-
da experimental no es mas que el resultado de una observa-
cion en un sistema simple durante el cual éste atraviesa un
nimero muy grande de estados microscopicos. Otro punto
de vista diferente que permite conectar la teoria de la proba-
bilidad con la dindmica es el de tener en cuenta la inevitable
incertidumbre en las condiciones iniciales, y esta aproxima-
cion se debe a Maxwell [2].

Por otro lado, el descubrimiento del caos determinista ha
estimulado notablemente a los fisicos a reconsiderar desde
una nueva perspectiva los fundamentos de la mecénica esta-
distica [3]. Eso es debido a que el caos determinista implica
que no solo los sistemas con un nimero enorme de particu-
las, sino que incluso sistemas deterministas con muy pocos
grados de libertad pueden presentar comportamientos de tipo
estadistico que son tipicos de sistemas que vienen regidos
por las leyes de la probabilidad. Son muchos los esfuerzos
que se han realizado durante este ultimo siglo a la hora de
dar una correcta interpretacion de los origenes dinamicos de
la irreversibilidad. Sin embargo sigue sin existir un acuerdo
general sobre cudles son los ingredientes fundamentales que
se necesitan para fundamentar la mecénica estadistica.
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2. Boltzmann y la mecanica estadistica
del no equilibrio

De carécter fundamental es la contribucion que realiza-
ron Maxwell y Boltzmann a la hora de entender las leyes del
crecimiento de la entropia en base a la mecanica clasica de
muchas particulas. La derivacion en 1872 de la llamada
ecuacion de transporte de Boltzmann constituyo, de hecho,
uno de los principales pasos en la conexion entre los funda-
mentos de la dinamica molecular y la termodinamica de los
procesos irreversibles.

Figura 1. Ludwig Boltzmann. Medalla que la Comisiéon de Fisica
Estadistica de la International Union of Pure and Applied Physics
(IUPAP) concede cada tres afios para premiar avances importantes en
Fisica Estadistica.

La idea basica estriba en que Boltzmann considera un gas
diluido de particulas con fuerzas centrales de corto alcance y
obtiene la ecuacion de la funcion de distribucion de las par-
ticulas en una region pequefia. Esta ecuacion tiene la impor-
tancia de que permite definir la funcion H en términos de la
funcion de distribucion. Esta, ademas, decrece en el tiempo
y llega a tener un valor constante para la distribucion de
velocidades de Maxwell-Boltzmann. Por otro lado, cuando
se evalla para un sistema con esta distribucion de equilibrio,
la funcion H es exactamente —S/k,, donde S es la entropia de
un gas ideal y £, es la constante de Boltzmann. Como conse-
cuencia importante, Boltzmann casi logré relacionar la ter-
modindmica y la mecénica, al menos en el caso de los gases
ideales, identificando la funcion H como la funcién negativa
de la entropia.
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En lo que concierne a la termodinamica de los procesos
irreversibles, concretamente al crecimiento de la entropia en
dichos procesos, el problema fundamental consiste en recon-
ciliar el aparente comportamiento irreversible de los siste-
mas macroscopicos con el comportamiento reversible y las
leyes microscépicas de la mecanica que subyacen en este
comportamiento macroscopico.

La primera objecion que se puso a dicha teoria fue la lla-
mada paradoja de Loschmidt, y la segunda de ellas el teore-
ma de recurrencia de Poincaré. De acuerdo con la ley de
recurrencia de Poincaré, al cabo de un cierto tiempo el siste-
ma alcanza casi todas las condiciones iniciales. Esto consti-
tuye asimismo la llamada paradoja de Zermelo, la cual nos
lleva a que de facto la derivacion de Boltzmann debe de con-
tener algunos elementos puramente no mecanicos. De hecho
se hace uso de argumentos estocasticos en la llamada hipd-
tesis del caos molecular. A pesar de todas estas dificultades
la derivacion de la ecuacion de Boltzmann constituye una
parte especial de la mecanica estadistica del no equilibrio.

El hecho de que la entropia de un sistema aumente es
debido a algo mas que las leyes de Newton. Esto hace que
tengamos que hacer uso de las leyes de la teoria de la proba-
bilidad para poder describir nuestro sistema. La ecuacion de
Boltzmann predice resultados correctos experimentalmente,
aunque no sea estrictamente correcta, al menos siguiendo las
leyes de la mecanica. En esencia: las paradojas relacionadas
con la reversibilidad de los sistemas mecanicos y con la ley
de recurrencia de Poincaré se basan en principios mecanicos,
y los fendmenos correspondientes deben de ser tan raros que
serian altamente improbables.

A la hora de afrontar el estudio de la mecénica estadisti-
ca de los procesos irreversibles, hay que tener en cuenta que
por un lado se promedian comportamientos de colectivos de
sistemas mecanicos idénticos, y para ello se construye un
espacio de fases, formado por las coordenadas de las posi-
ciones y los momentos, de modo que un punto en el espacio
de fases constituye un estado fisico completo del sistema. El
colectivo se describe en términos de la distribucion del espa-
cio de fases dando la densidad de puntos en dicho espacio y
posteriormente se calculan las propiedades promediadas de
este colectivo en términos de la distribucion del espacio de
fases y su evolucion temporal.

Sin duda a la hora de una buena comprension de las pro-
piedades de no equilibrio de los sistemas formados por un
gran numero de particulas, se requiere tanto un conocimien-
to de las propiedades mecanicas de las particulas que confi-
guran el sistema como la consideracion de los aspectos esta-
disticos. Desde luego, tanto Maxwell como Boltzmann sa-
bian que era necesario suministrar unos fundamentos meca-
nicos mas solidos que sirvieran de base a la formulacion del
segundo principio de la termodinamica. Esto dio lugar a la
formulacion de la hipotesis ergodica que sirvid de punto de
arranque para la mecénica estadistica del equilibrio. La idea
fundamental de Boltzmann era que para sistemas con un
gran numero de grados de libertad la mayor parte del espa-
cio de fases esta ocupado por regiones en donde las corres-
pondientes propiedades macroscopicas tienen valores muy
cercanos al equilibrio termodindmico. Esta hipotesis la for-
mulé afirmando que la trayectoria de un sistema mecénico
en el espacio de fases emplea tiempos iguales en zonas igua-
les del espacio. Esto viene a decir que las magnitudes

REF Diciembre 2006

Temas de Fisica: Centenario de Boltzmann

macroscOpicas permanecen constantes en grandes regiones
del espacio de fases.
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Figura 2. James Clerk Maxwell y Josiah Willard Gibbs

3. Mecanica estadistica y teoria del caos

Tras el trabajo de Maxwell y Boltzmann, Gibbs introdu-
jo el concepto de sistema mixing; usando el simil de una gota
de aceite en un fluido inmiscible y considerando una peque-
fia region en el espacio de fases que simule la gota de aceite,
la evolucién dindmica contribuiria a llenar todo el espacio de
fases. Esta idea lleva consigo que para un sistema dindmico
dado, dos puntos suficientemente proximos se separarian de
modo exponencial al cabo de un cierto lapso de tiempo. Este
concepto viene ligado a la nocion de dependencia sensible a
las condiciones iniciales, que esta en la base de la dinamica
cadtica en dindmica no lineal y que lleva a definir los llama-
dos exponentes de Lyapunov [4,5,6]. El concepto de expo-
nente de Lyapunov lleva consigo que si un sistema dinamico
posee algin exponente de Lyapunov positivo entonces estos
puntos o condiciones iniciales se separarian de modo expo-
nencial, y a este tipo de sistemas se les llama sistemas caoti-
cos, ya que la prediccion de la evolucion del sistema a largo
plazo se antoja imposible [7]. Ademas se da el caso de que
un sistema mixing es también ergodico, y si consideramos,
para este tipo de sistemas, el comportamiento de un conjun-
to de trayectorias en el espacio de fases como una funcion de
distribucion, €sta se comporta como una funcion de distribu-
cion microcanonica del equilibrio. De modo que si puede
probarse que un sistema dado es mixing, éste suministra un
fundamento mecanico para la mecanica estadistica tanto del
equilibrio como del no equilibrio.

Otro trabajo importante a destacar en este sentido es el
trabajo de Poincaré en mecanica celeste sobre el famoso pro-
blema de los tres cuerpos donde se mostré que la dindmica
en este sistema puede ser muy complicada. Ese tipo de com-
portamiento dindmico esta relacionado con el comporta-
miento esperado para un sistema que presente comporta-
miento ergddico.

Podemos decir que desde comienzos del siglo XX ha
habido dos grandes lineas de pensamiento que han realzado
el papel de la ciencia no lineal. Por un lado la mecanica
celeste y por otro lado la mecénica estadistica. Como se ha
comentado en otros trabajos [4], la hipotesis cuantica y la
relatividad hicieron que el campo fuera abandonado por los
fisicos y fuera fundamentalmente trabajado por matemati-
cos, hasta mediados de siglo. En este sentido destacan cien-
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Figura 3. La imagen muestra la idea de la dependencia sensible a las
condiciones iniciales en el sistema cadtico de Lorenz. La diferencia que
existe entre las curvas azul y roja, que representa la evolucion temporal
de la variable x, viene dada por una diferencia de una centésima en la
coordenada x de las respectivas coordenadas iniciales. Obsérvese que
para tiempos cortos las dos trayectorias son iguales y comienzan a sepa-
rarse al cabo de 6 unidades de tiempo.

tificos como George David Birkhoff (1884-1944) quien pro-
puso el teorema ergddico, y que posteriormente fue probado
por el matematico aleman Eberhard Hopf (1902-1983) utili-
zando el hecho de la ergodicidad de las trayectorias en super-
ficies de curvatura constante negativa. Sin embargo estos
resultados no tuvieron apenas impacto en la fundamentacion
de la mecanica estadistica del no equilibrio. Fundamental-
mente se camind en la aplicacion de teorias estocasticas
usando basicamente las teorias de Langevin y de Fokker-
Planck. Por otro lado, Bogoliuvov, Green y Cohen usaron la
ecuacion de Liouville para derivar las llamadas ecuaciones
jerarquicas de BBGKY (Born, Bogoliuvov, Green, Kirwood,
Yvon). Se pudo asi obtener una generalizacion formal de la
ecuacion de Boltzmann para densidades mas altas que las
que habia considerado el propio Boltzmann.

Otro avance en la mecanica estadistica del no equilibrio
fue debido a M. S. Green y R. Kubo, quienes desarrollaron
un método para expresar los coeficientes de transporte de los
fluidos en términos de integrales. Las formulas de Green-
Kubo juegan un papel similar al de la funcion de particion en
la mecanica estadistica del equilibrio.

A partir de los afios 40 se desarrollan dos nuevas lineas.
En una de ellas hay que tener en cuenta la aparicion de los
ordenadores y su uso extensivo en todas las areas de la fisi-
ca y la ingenieria. El experimento (numérico) de Fermi-
Pasta-Ulam constituye uno de los primeros experimentos de
simulacion computacional con idea de verificar la hipotesis
ergoddica en una cadena de osciladores no lineales acoplados.
Suministrando energia en uno de los modos de la cadena se
pretendio verificar el principio de equiparticion de la ener-
gia. Y para su sorpresa no se encontré comportamiento ergo-
dico. La situacion fue esclarecida posteriormente a través de
la teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser (teoria KAM), que
constituyo6 un hito en la teoria de sistemas dindmicos hamil-
tonianos [4].

El uso de los ordenadores también tuvo como efecto la
aplicacion de técnicas computacionales a problemas de
mecanica celeste y fruto de ello fue la aparicion de todo lo
que se refiere a la teoria del caos en sistemas dinamicos no
lineales. La idea principal en este contexto es la idea de la
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dependencia sensible a las condiciones iniciales, que supone
un ingrediente basico de la teoria del caos. Los desarrollos
historicos y futuro de estas ideas pueden verse en [4].

Dentro de la teoria de sistemas dinamicos caben destacar,
entre otros, los llamados sistemas hiperbdlicos. Estos son
aquellos que tienen la propiedad de la dependencia sensible
a las condiciones iniciales. Ademas, los cientificos Sinai,
Ruelle y Bowen (SRB) fueron capaces de encontrar una ana-
logia entre la mecanica estadistica del equilibrio y los méto-
dos usados en la teoria de los sistemas dinamicos hiperbdli-
cos. Es lo que ahora se llama el formalismo termodindmico
de los sistemas dindmicos. Un buen candidato a jugar el
papel de los colectivos de Gibbs en la mecanica estadistica
del no equilibrio lo constituyen precisamente las llamadas
medidas SRB.

Por otro lado, los estudios del fisico ruso N.S. Krylov lle-
varon al analisis de Jacob Sinai y colaboradores de sistemas
de billares que son ergddicos, mixing y con comportamien-
tos de tipo estocastico a pesar de tener una dinamica deter-
minista y ser reversibles en el tiempo. Asimismo, estas ana-
logias llevan al estudio de sistemas dinamicos de baja
dimensionalidad que permiten dar argumentos acerca de la
validez de la ecuacion de Boltzmann. Los billares son siste-
mas dindmicos caodticos que consisten basicamente en el
movimiento de una particula sobre una superficie de curva-
tura constante negativa. Se trata de hecho de un modelo
introducido en 1898 por el matematico francés Jacques
Hadamard y es uno de los primeros ejemplos que muestran
comportamiento cadtico. El billar de Sinai [8] sirve para
estudiar el comportamiento de dos discos que interaccionan
entre si mediante choques elasticos y que se mueven sufrien-
do constantes reflexiones en sus contornos.

Figura 4. Billar de Sinai.

La importancia de este sistema es que muestra propieda-
des fisicas termodinamicas, es ergddico y posee un expo-
nente de Lyapunov positivo. Ademas, se usa como modelo
de un gas clasico y es conocido como el gas de Lorentz [9].
El gran logro de Sinai fue haber mostrado la conexién exis-
tente entre el conjunto clasico de Boltzmann-Gibbs para un
gas ideal y un billar de Hadamard cadtico.

4. Resultados recientes

En los ultimos afios ha existido un gran desarrollo en las
aplicaciones de ideas provenientes de la teoria del caos a la
fundamentacion de la mecénica estadistica. Recientes resul-
tados han llevado a encontrar conexiones profundas entre las
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propiedades dinamicas de un sistema, tales como sus expo-
nentes de Lyapunov y sus propiedades de transporte. De
modo que hoy dia se requieren conocimientos tanto de la
mecanica estadistica del no equilibrio como de la dinamica
no lineal para poder comprender trabajos sobre estados de no
equilibrio.

Existen dos aproximaciones bésicas a la teoria del trans-
porte que se han desarrollado en los ltimos afios y que estan
basadas en la teoria del caos. La primera de ellas es la del
formalismo de la teoria de la dispersion caotica para el cal-
culo de los coeficientes de transporte. Esta ha sido desarro-
llada por Robert Dorfman de la Universidad de Maryland [3]
y Pierre Gaspard, Gregoire Nicolis y otros colaboradores de
la Universidad Libre de Bruselas [6]. Por otro lado hay que
citar también el método del termostato gaussiano desarrolla-
do por Nose, Hoover, Evans, Moris, Posch, Cohen y colabo-
radores.

Estos métodos permiten relacionar cantidades de trans-
porte macroscopicas, como los coeficientes de transporte,
con cantidades microscopicas dinamicas tales como los
exponentes de Lyapunov y la entropia de Kolmogorov-Sinai.
Finalmente, la ecuacién de Boltzmann se convierte en un
método basico para calcular exponentes de Lyapunov y éstos
aparecen de modo natural en la aproximacion a traves de los
sistemas dinamicos a los sistemas estocasticos. Precisamente
uno de los resultados alentadores es ver que las caracteristi-
cas presentadas por los sistemas dinamicos hiperbolicos,
incluso los de baja dimensionalidad, ofrecen las caracteristi-
cas necesarias para entender el origen del comportamiento
estocastico de los sistemas mecanicos que se suponian pura-
mente deterministas.

Existe una hipotesis de trabajo que ha sido propuesta por
Eddie G. D. Cohen y Giovanni Gallavotti y que consiste en
tratar a los sistemas fluidos como si fueren sistemas hiper-
bolicos y explorar las consecuencias de ello. Ello constituye
la hipotesis cadtica [10], que seria para los sistemas fuera de
equilibrio el equivalente a la hipotesis ergodica en la meca-
nica estadistica del equilibrio.

Uno de los resultados mas sorprendentes relacionados
con la formulacién en la que se usan sistemas dinamicos
hamiltonianos para el analisis de las propiedades de trans-
porte fuera del equilibrio, es que los coeficientes de trans-
porte deterministas son tipicamente funciones fractales
dependientes de los parametros de control. [2,3,5,6]

En este mismo contexto se sitia el trabajo de Pierre
Gaspard y colaboradores en Nature [11], en el que intentan
probar de modo experimental el llamado caos microscdpico
de atomos y moléculas en fluidos, que podria ser responsa-
ble de sus propiedades de no equilibrio. En particular obser-
vando el movimiento browniano de una particula coloidal
suspendida en agua, prueban que su dindmica microscopica
es sensible a las condiciones iniciales, es decir, es cadtica, lo
que justificaria el papel de la inestabilidad dinamica en las
propiedades de los fluidos fuera del equilibrio. Este trabajo
recibié fuertes criticas posteriormente a su publicacion, de
modo que dejo abiertos muchos de los problemas que pre-
tendia resolver acerca de la fundamentacion dindmica de la
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mecanica estadistica pero, como siempre ocurre, abrié nue-
vos caminos que sirvieron de estimulo a otros investigadores.

Precisamente, muy recientemente Jerry Gollub y colabo-
radores publicaron un articulo en Nature [12] sobre una
investigacion tanto numérica como experimental en el que
mostraban que la irreversibilidad del mundo macroscépico
puede provenir de las interacciones microscopicas reversi-
bles o fuerzas entre sus constituyentes [13]. La irreversibili-
dad se piensa que es consecuencia del aumento de la entro-
pia, sin embargo en este trabajo se muestra que también
podria ser de hecho una manifestaciéon del comportamiento
caotico a nivel microscopico.

Finalmente podriamos decir que, a pesar de todos los
esfuerzos, el problema de derivar la ecuacion de Boltzmann
desde primeros principios usando la naturaleza caética de la
dindmica y el limite termodindmico, esto es, teniendo en
cuenta que tratamos con un sistema de muchas particulas,
esta lejos de estar completamente resuelto. En cualquier
caso, es de reconocer la incansable actividad que ha existido
a lo largo de todo este ultimo siglo por comprender uno de
los problemas fundamentales de la fisica.
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